Uma metodologia para a estimacao do risco
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Um dos desafios na area de engenharia financeira é verificar como o processo de difusdo difere na

pratica davolatilidade constante que é assumida no modelo de Black e Scholes. Este trabalho pro-
cura estimar a fungdo densidade de probabilidade (FDP) na medida risco-neutro do Indice da
Bolsa de Valores de Sdo Paulo (Ibovespa). Para tanto, usamos as metodologias desenvolvidas por
Derman e Kani (1994) e Shimko (1993). As FDPs estimadas permitem inferir o risco ndo-estavel
no mercado aciondrio. Essas estimativas sdo uteis tanto para a administragdo do risco como para
o aprecamento das opgées no Ibovespa.

1 - Introducao

O risco esperado pelos agentes econémicos no futuro, decorrente das aplicacdes
no mercado aciondrio, pode estar contido nos precos das op¢des nas acoes. A es-
timacdo desse risco € um insumo valioso tanto para o apregamento das opgdes
como para a administracdo do risco.

O mercado faz uma previsao do risco de modo que possa antecipar se uma opcao
estard em dinheiro ou ndo. O preco da opcdo € o valor presente do seu lucro espe-
rado na medida risco-neutro (Q-Martingale).

Um consideravel esfor¢o tem sido despendido pelos engenheiros financeiros
para modelar e estimar o processo estocastico que represente de fato a volatilida-
de do objeto subjacente, que no nosso caso serd o Indice da Bolsa de Valores de
Séo Paulo (Ibovespa).

Para estimar uma volatilidade que muda no tempo e que seja derivada de uma
funcdo densidade de probabilidade (FDP) ndo-log-normal, comparamos essa
FDP com aassumida pela formula de Black e Scholes (1973) — FDP log-normal

* O autor agradece a David Orosco (aluno da Escola Politécnica da USP) pela sua valiosa colaboragdo
como assistente de pesquisa. Agradece também a José A. Scheinkman pelas criticas e pelos comentérios feitos,
aos participantes do XX Encontro da SBE-2000 (Sociedade Brasileira de Econometria) e aos pareceristas and-
nimos da revista Pesquisa e Planejamento Econémico do IPEA.

** Professor de Economia e Finangas da Universidade de Sdo Paulo e Mestrado Profissionalizante do
IME-FEA.

Pesqg. Plan. Econ., Rio de Janeiro, v.3L,n.1, p. 125-152, abr. 2001




com volatilidade constante. Um critério de comparacao seria medir as areas sob
as caudas esquerdas dessas distribuicdes — casos de crises. Essas areas medem o
risco de mercado sob o critério VaR (Value at Risk), que foi primeiro desenvolvi-
do pela J. P. Morgan/Reuters.

Testamos duas abordagens para estimar a FDP implicita: métodos de Derman
e Kani e de Shimko. Nossa principal conclusao é que os modelos que consideram
avolatilidade implicita melhoram as medidas do risco no mercado acionario jun-
tamente com a estimativa da volatilidade historica.

Este artigo estd organizado em cinco se¢es, incluindo esta introducdo. A Se-
cao 2 fornece os conceitos basicos da literatura. A Se¢do 3 descreve os dados uti-
lizados. Na Secdo 4 sdo mostrados os resultados empiricos. A Secédo 5 apresenta
as conclusdes. Finalmente, para os propositos pedagogicos e praticos, o Apéndi-
ce mostra: a) os detalhes para estimar a superficie de volatilidade — “curvas de
sorriso”; e b) o codigo na linguagem C+** para implementar o método de Shimko
de modo que se obtenham as FDPs implicita e risco-neutro.

2 - Fundamentos dos modelos para a estimacio dos precos
Arrow-Debreu no mercado acionario brasileiro

2.1 - Precos Arrow-Debreu

Um conceito basico sdo os modelos de Arrow (1964) e de Debreu (1959). O ativo
contingente de Arrow-Debreu paga amanha R$ 1 se um estado especifico da natu-
reza ocorrer e nada se ocorrer qualquer outro estado. O preco de um ativo Arrow-
Debreu é o valor presente do lucro esperado (valor descontado de se obter R$ 1
em um particular estado multiplicado pela probabilidade de ocorrer esse estado).

O ativo Arrow-Debreu inspira duas abordagens em termos de aprecamento de
ativos na literatura denominada financial economics: primeiro, os modelos de
equilibrio geral com agente representativo. Nesse sentido, ver Lucas (1978),
Rubinstein (1994), Hansen e Richard (1987) e Hansen e Jagannathan (1991); se-
gundo, os modelos de equilibrio parcial ou modelos de ndo-arbitragem, tais como
os modelos de Black e Scholes (1973) — o pai da area denominada financial
engineering — e de Merton (1973). A abordagem de equilibrio geral produz me-
Ihores modelos tedricos, mas cujos resultados empiricos deixam a desejar em re-
lacdo aos modelos de ndo-arbitragem. Assim, devido a natureza empirica deste
artigo, adotamos a segunda abordagem para estimar o risco no mercado aciona-
rio brasileiro.1

O objetivo deste artigo é estimar os pre¢os Arrow-Debreu dos ativos contin-
gentes aos estados da natureza no mercado acionario brasileiro. Essa metodologia

1 Para maiores detalhes, ver Cox e Ross (1976).
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foi iniciada por Banz e Miller (1978), Breeden e Litzenberger (1978) e Ross (1976).
Existem trés abordagens na literatura para estimar os precos Arrow-Debreu ou,
de forma equivalente, as suas FDPs. Na primeira abordagem, séo utilizados os
modelos de Black e Scholes e de Merton. Eles admitem que os pregos dos ativos
seguem um movimento browniano geométrico, a volatilidade é constante (inde-
pendentemente do tempo e do objeto subjacente). A taxa de juro sem risco é tam-
bém constante. Os resultados sdo uma FDP log-normal e uma forma fechada
para a equacdo diferencial estocastica que descreve a evolugdo do objeto subja-
cente. Na segunda abordagem, utiliza-se uma FDP parametrizada. Nesse senti-
do, ver Jarrow e Rudd (1982), Shimko (1993), Derman e Kani (1994), Longstaff
(1992) e Madan e Milne (1994). Na terceira abordagem, procura-se estimar
ndo-parametricamente a FDP. Essa linha de pesquisa deve-se a Ait-Sahaliae Lo
(1995). Na pratica, a abordagem nao-paramétrica procura fazer histogramas da
FDP, mas requer muito mais dados com rela¢do aos métodos paramétricos. Por-
tanto, a utilizacdo do primeiro método é infactivel nos periodos de crashes.

Uma clara vantagem dos modelos de volatilidade implicita é que permitem
construir as superficies de volatilidade. Essas superficies mudam com a maturi-
dade da opgéo e com o valor da opgéo (moneyness).?2 Assim, podemos ter um va-
lioso instrumento em um mundo ndo-Black e Scholes.

O desafio € inferir a FDP risco-neutro para os retornos dos ativos financeiros
com o uso das correspondentes opgdes que vencem no futuro. Este artigo utiliza dois
métodos populares para inferir a FDP: a) a arvore binomial implicita de Derman
e Kani; e b) a técnica de interpolacdo de Shimko.

Mesmo que os ativos Arrow-Debreu ndo sejam transacionados, na prética,
eles podem ser replicados ao investir em uma combinagdo de calls européias
para formar um straddie. Chi-Fu e Litzenberger (1988) mostram que ha necessi-
dade de mercados completos (nimero de ativos linearmente independentes igual
ao numero de estados) para poder sintetizar os ativos Arrow-Debreu com base
nos ativos complexos.3

Mostraremos a seguir que os pre¢os Arrow-Debreu podem representar uma ver-
sdo discreta da FDP risco-neutro. Compreender esse conceito sera fundamental para
utilizar corretamente os precos Arrow-Debreu com o propdsito de aprecamento dos
derivativos de acordo com as superficies de volatilidade (mundo ndo-Black e
Scholes ou volatilidade nao-constante). Ao utilizar uma arvore binomial com
n-niveis, seja P, a probabilidade risco-neutro de se atingir o né final i. Assim:

P = %%f (L-q)" )
1(n—))!

2 Moneyness representa o valor da op¢ao, que é medido pelo prego de exercicio da opgéo sobre o prego a
termo do objeto subjacente.

3 Paramaioresdetalhes, ver também Banz e Miller (1978), Breeden e Litzenberger (1978) e Ross (1976).
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onde j € 0 numero de ramos para cima para atingiron6i;e; =0, 1, ..., n.

Observe-se que a probabilidade g representa a probabilidade Q-Martingale de
transicdo de acordo com um processo de difusdo risco-neutro. Essa probabilida-
de depende de dois fatores: @) da taxa de juro semrisco; e b) da volatilidade local
em um nd particular. Se esses dois fatores sdo constantes, temos o caso especifi-
co que foi desenvolvido por Cox, Ross e Rubinstein (1979). Eles mostram que o
valor de uma call européia ao utilizar a arvore binomial pode ser expresso por:

Y n! P4 \n—j 1 _
ol =3 i O ey MO @

Sob uma probabilidade risco-neutro, temos a verséo discreta do modelo de
Black e Scholes:

N+1 o 1
call = P, —— max(0,S; -K 3
iZl (+rf Ar) ( : ©

onde P, é a probabilidade risco-neutro de se alcancar um né particular i na data
de exercicio da opcao. A probabilidade P, corresponde a um ponto discreto na

FDP risco-neutro. Ao ser obtida a “curva de sorriso” para a volatilidade local,
torna-se muito mais facil representar a FDP risco-neutro pelos precos
Arrow-Debreu. Entdo, temos:

n+l
call = Z)\’}” max (0, S; — K) 4)
=

n+l ~
O prego Arrow-Debreu A';” ~ representa o valor presente de uma opgao que

paga R$ 1 no futuro, dado que S; é o preco da agdo em um estado terminal especi-
fico. Esse preco é igual ao valor descontado na probabilidade risco-neutro de se
alcancar o n6 i no nivel n + 1 da arvore.
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2.2 - A relacio entre os precos das opg¢oes e as funcoes de
densidade dos precos-estado

O modelo de Black e Scholes admite que a evolugéo dos precos das agdes em um
intervalo de tempo infinitesimal é descrita por um movimento browniano geo-
métrico.*

cfg = udt +adW (5)

onde:
S é 0 preco da acgdo;
L € um retorno esperado constante (tendéncia temporal); e
dW é um processo de Wiener com média zero e variancia igual a dt.

O processo de difusdo correspondente pode ser representado pela seguinte
FDP-log normal:®

[Ln(S7) —Ln(S,)]~ N%—czﬁr—o,oz (T—t)H
20 H

ELn(Sﬂ-Ln(St)—Er-"22E(T—r)H2
O 20 H

0
0
0 (SrlS)=— 1 expi-
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4 Omodelo de Black e Scholes tem uma importante caracteristica: o pre¢o de uma opgéo ndo depende da
aversdo ao risco do investidor, pois uma opgao pode ser replicada por um portfélio sem risco composto de acdes
e dividas; pelo argumento de ndo-arbitragem, a opcao deve valer o mesmo que a carteira replicante, que faz um
perfeito hedge para a opgao.

5 Paraobteressa formula, aplique o lema de 1t6 na equagéo (5) e faga a mudanca de medida da probabili-
dade original para a medida Q-Martingale. Para tanto, ha necessidade de recorrer ao teorema de Cameron-
Martin-Girsanov e ao derivativo Randon-Nikodym [ver Baxter e Rennie (1996)].
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De acordo com Cox e Ross (1976), temos que o valor-padrdo de qualquer opcéao
no objeto S pode ser escrito como:

S (Se0)=exp(=r(T =) [&(S7)P" (Sr1S,)dSy (7)
0

onde:
S, representa o valor possivel do ativo na data 7;
2 (S7) é afuncéo de lucro do derivativo na data T;
p* (Sr| S;) é a FDP risco-neutro; e
r é a taxa de juro sem risco.

Se substituirmos a equagdo (6) na (7), obtemos a formula de Black e Scholes para
uma opgéo européia. Estamos considerando um processo de difuséo que é descrito
pelaequacéo (5), que implicauma FDP risco-neutro conforme a equagao (6). Contu-
do, aequacdo (7) permite analisar o problema de aprecamento de um derivativo sem
considerar um processo de difusdo em particular para o objeto subjacente.

Se pudermos inferir a FDP risco-neutro, seremos capazes de fazer perfeita-
mente 0 apregamento correto da sua opgdo.8 A equagéo (7) pode ser utilizada
para inferir a relacdo entre o preco de mercado de um derivativo e a funcédo

p* (Sr|S;). Em particular, para uma call européia, temos:
call(S,1)=exp(=r (T =1)) [(Sr ~K)p" (S71S,)dSy (8)
K

onde K é o preco de exercicio.

Ross (1976) demonstrou como relacionar o pre¢o de uma call auma FDP risco-
neutro. Breeden e Litzenberger (1978) mostraram que a segunda derivada parci-
al do preco da opgao com relagdo ao preco de exercicio, e calculada no preco de
exercicio, é igual a FDP risco-neutro e descontada. O long-run da RiskMetrics
fornece um exercicio de como extrair a FDP risco-neutro com base em um
straddle formado por calls. Assim, temos:

02%call (S, 1)
2

P (Sr)= exp(r(T —1)) ©)

6 Fazer hipoteses sobre a FDP risco-neutro terminal em vez do processo de difuso para o objeto subja-
cente € uma abordagem mais geral. Um processo de difusdo implica uma Ginica FDP mas a reciproca nao é ver-
dadeira— uma FDP particular é consistente com varios processos de difusao.
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Essa equacdo ajuda a obter a FDP risco-neutro sem fazer hipoteses sobre a di-
némica acerca do prego do objeto subjacente.

2.3 - Arvore binomial implicita

A abordagem desenvolvida por Derman e Kani (1994) move para a frente, na ar-
vore binomial, ao introduzir em cada n6 um pre¢o observado da opcdo de modo
que possa determinar o caminho para o proximo periodo. Esse caminho € carac-
terizado pela probabilidade de transicéo (volatilidade local) entre n6s consecuti-
vos. Uma generalizagdo do modelo de Black e Scholes pode ser obtida ao
substituir a equacéo (5) pela seguinte equacéo:

a?— Wdt +o (S ,t)odW (10)

onde a (S, £) é afuncgdo de volatilidade local que ndo é mais constante, mas muda
com o nivel do preco da ag&o e no tempo. Essa modelagem foi inspirada no fato
estilizado em uma crise — diminuic&o nos precos das acdes e aumento da sua vo-
latilidade.

Derman e Kani (1994) inferem numericamente o (S, ¢) ao calibrar os precos
observados das opg¢Bes com a “curva de sorriso”. Abordagens similares foram
utilizadas por Rubinstein (1994) e Dupire (1994).

Arvores binomiais podem ser utilizadas como ferramentas para simular, em
um modo discreto, o processo de difusdo risco-neutro do objeto subjacente. Para
cada nivel da arvore os nds representam os valores de estado factiveis para um
ativo. Nessa arvore, cada né pode ter dois possiveis estados futuros dependendo
da probabilidade de transi¢cdo. O Grafico 1 mostra a relacdo basica em uma arvo-
re binomial, de acordo com Cox, Ross e Rubinstein (1979).

Em um mundo risco-neutro, as probabilidades de transi¢do entre os nds de-
pendem do juro sem risco e da volatilidade local. Enfatizamos que a volatilidade
local imputada para a transigdo entre os nds é a mesma que a volatilidade utiliza-
da pela formula de Black e Scholes. Deve ser observado também que a volatili-
dade tem escala temporal.
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GRAFICO 1
Relacoes basicas na arvore binomial
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2.4 - Volatilidade implicita versus volatilidade local

O modelo de Cox, Ross e Rubinstein (1979) de arvore binomial somente é capaz
de simular o processo de difusdo risco-neutro no caso de inexistir a curva de sor-
riso. Mas a volatilidade n&o é constante, ou seja, ela muda com o preco da a¢éo e
no tempo. Assim, temos, no caso geral, diferentes probabilidades de transicéo
entre 0s nos.”

A volatilidade implicita representa a incerteza durante a vida de um ativo. Se
tivermos uma curva de sorriso plana, a volatilidade local ¢ igual a volatilidade
implicita. O Grafico 2 mostra como a arvore binomial é relacionada com o sorri-
so de volatilidade.

7 O conceito de volatilidade local implica diferentes probabilidades de transi¢éo, dependendo do né.
Esse fendmeno é chamado também de “move volatility” por Rubinstein (1994).
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GRAFICO 2
Relacao entre o sorriso de volatilidade
e a arvore binomial

Volatilidade no Black-Scholes

Arvore
Cox-Ross-Rubinstein
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|

Preco de exercicio/preco futuro

Sorriso observado no mercado

0 \_/
> Arvore implicita

Preco de exercicio/preco futuro

2.5 - Volatilidade implicita: curva de sorriso

Para 0 aprecamento de uma opgao, 0 Unico parametro que nao é observavel é a
volatilidade do objeto subjacente. Por outro lado, ao observar os precos das opgdes
podemos inferir a volatilidade implicita.

A formula de Black e Scholes pode ser representada Cgs (S, 0, 7, T, K) parauma
call com preco de exercicio K, tempo para maturidade T, volatilidade constante o
e um juro sem risco ». Mas 0s precos observados das op¢des muitas vezes ndo sao
consistentes com a formula de Black e Scholes.

Os traders chamam a volatilidade constante de volatilidade implicita endoge-
na (Timpiicito), que faz a formula tedrica de Black e Scholes igual ao pre¢o de mer-
cado da 0p¢ao Cwercado- EM outras palavras, para qualquer opgao, Oimpiicito iguala
CMercado = CBS (S, o,rT, K)

Para esse propdsito, um algoritmo Util é o de Newton-Raphson ao computar o
Vega (A\) para um valor inicial o

_aCBS (S,U.F,T,K)IO =0 (0)

N\
0 Jo

(11)
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onde o é atualizado ao usar

C Mercado ~Cs (0 (0)) =No[O (1) =0 ()] (12)

Continue a iterar ao usar o) paraatualizar o, e assim por diante. Pare quando
Chercado — Cas (Sa ornT, K) <10468

No mundo real, 0s traders fazem um truque ao usar a férmula de Black e
Scholes. Eles sabem que a volatilidade ndo é constante, podendo mudar com a
maturidade e o preco de exercicio. Os traders avaliam as opgdes em dinheiro —
in-the-money (ITM) — e fora do dinheiro — out-of-the-money (OTM). Essas
opcBes tém volatilidades diferentes das opces sem lucro — at-the-money
(ATM). Dessa forma, eles constroem a superficie de volatilidade, que é representa-
da por uma fungdo que relaciona a volatilidade implicita as seguintes variaveis: a)

moneyness (KIS); e b) tempo restante até a maturidade T.

2.6 - Abordagem de Shimko para inferir a FDP risco-neutro e
a respectiva volatilidade implicita

Existem vérias alternativas para estimar a FDP risco-neutro com base nos pre¢os
observados das opgdes: a) hipoteses podem ser feitas acerca do processo esto-
castico que descreve a mudanca nos precos do objeto subjacente para inferir a
FDP risco-neutro; b) hipdteses paramétricas podem ser feitas acerca da FDP risco-
neutro e os precos observados sdo “casados” com a formula de Black e Scholes;
¢) a FDP risco-neutro pode ser derivada de uma formula paramétrica tanto para
0s precos das calls como para a superficie de volatilidade; e d) a FDP pode ser es-
timada ndo-parametricamente. Essa Gltima abordagem deve-se a Ait-Sahalia e
Lo (1995). Tais alternativas sdo descritas por Bahra (1997).

Estimamos a FDP risco-neutro ao usar a equacao (9), que requer uma interpo-
lacdo daférmuladacall (S, £). Essatarefa pode ser feita utilizando dois métodos:
@) parametricamente, ao impor uma forma funcional especifica para os precos
observados da call e estimando seus pardmetros por meio de estimadores de mi-
nimos quadrados nao-lineares; e ) ndo-parametricamente, aplicando a técnica
de Kernel [ver Hardle (1990)].

Shimko (1993) interpola ao considerar o dominio da volatilidade implicita,
em vez do dominio no precgo da call, de modo que utilize o sorriso de volatilidade
paraobter a FDP. Em uma dada maturidade, a superficie de volatilidade € utiliza-
da para obter uma curva suave para a volatilidade implicita versus precos de

8 Para maiores detalhes, ver as notas de aulas de Ait-Sahalia (1998).
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exercicios. De fato, Shimko (1993) testa varias formas funcionais para a volatili-
dade implicita.

Na préxima etapa, a férmula de Black e Scholes € utilizada para inverter a cur-
vade sorriso interpolada. O preco da call é resolvido como uma fungdo continua
dos precos de exercicio.

Nesse estagio, a fungdo dos pregos das calls pode ser diferenciada duas vezes
para obter a FDP implicita e risco-neutro no intervalo entre o menor e o maior
preco de exercicio. Finalmente, para as partes faltantes das caudas da FDP,
Shimko (1993) encaixa uma distribuicdo log-normal.®

3 - Descricao dos dados

Utilizamos os dados das op¢des transacionadas na BM&F. Deve ser observado
gue o mercado de balcdo no mercado de opg¢des no Ibovespa tornou-se iliquido
apds os crashes recentes no mercado emergente. Consideramos somente os da-
dos disponiveis no site da BM&F. Existem dados diarios das transacGes em ter-
mos de pregos maiores, menores, fechamento das opgdes, futuros e a vista dos
ativos subjacentes.10

Quanto ao periodo analisado, estamos evitando os dados durante as crises asiati-
ca e russa devido a auséncia de transagdes. Selecionamos os periodos P1 e P2 no
Gréfico 3. Esses periodos sdo 0os mesmos que foram utilizados por Campa,
Chang e Refalo (1999). Eles estimaram a FDP risco-neutro para a taxa de cambio
doreal contrao dolar. Esses periodos compreendem dois anos antes da crise asia-
tica.lt

9 Oproblemado método de Shimko é impor uma volatilidade constante em uma regiéo critica— a cauda
esquerda. O problema original é o tratamento a ser aplicado aos dados faltantes. Esse problema decorre da ili-
quidez do mercado nos periodos de crashes.

10 Nos periodos analisados, na BM&F foram realizadas transa¢8es somente de opgdes européias no futu-
ro daquele indice. Os dados consistem em registros diarios dos valores das opgdes nos futuros e nos futuros do
Ibovespa. Foram utilizados precos de fechamento. Ha grandes disparidades em termos do nimero de negocia-
¢Oes de calls e puts. No periodo analisado, tivemos 273 dias de transacdes para essas opgdes, com 1.192 negocia-
¢Oes para calls e 444 para puts. Trabalhamos somente com as calls devido a redundancia das puts decorrente da
paridade calllput. Mas quando n&do obtivemos dados disponiveis para as calls, usamos as puts via paridade entre
elas. Como proxy para o ativo sem risco, utilizamos o mercado futuro de Depdsitos Interbancérios Diarios. O
objeto subjacente desse contrato futuro é o CDI, que é definido como taxas médias diarias capitalizadas. A fon-
te de dados é a Cetip. Com base nesses dados, estimamos a estrutura a termo do zero cupom.

11 Oefeito contagio dacrise asiatica naeconomia brasileiracomecou em julho de 1997 e seu efeito persis-
tiu no resto desse ano, especialmente depois de outubro com a fuga de capital e com poucos contratos negocia-
dos naBM&F. Em agosto de 1998, comegou a crise russa cujo contagio no Brasil persistiu até o final desse ano.
Depois, em janeiro de 1999, o Banco Central mudou o regime cambial.
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GRAFICO 3
Periodos selecionados: P1 e P2
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4 - Resultados empiricos

4.1 - Estimacao da volatilidade implicita

As Tabelas 1 e 2 mostram a média e o desvio-padréo para a volatilidade implicita
(volatilidade da volatilidade) em termos de maturidade e para os periodos P1 e
P2, para o Ibovespa.1?

A Tabela 1 é relativa a uma cal/l-ATM, enquanto a Tabela 2 considera uma
call-ITM. Ambas as tabelas consideram as mesmas maturidades e periodos, mas
para diferentes moneyness.'?

12 Quando se tem uma opgéao sobre uma acéo que paga uma taxa de dividendo, como de praxe, devemos sub-
trair do juro sem risco essa taxa de dividendo. Mas agora temos uma opgao sobre o Ibovespa. Esse indice é composto
de acOes que pagam dividendos. Assim, como devemos tratar uma opg&o sobre esse indice? Quando uma opgao
paga dividendo, seu prego cai — caeteris paribus. Para 0 Ibovespa ndo cair, esse indice supde que o dividendo é rein-
vestido na carteira de mercado. Na pratica, isso significa que quando uma ag&o paga dividendo, seu peso no indice
deve aumentar para fazer constante o investimento total que foi feito na acéo da firma que pagou o dividendo. Con-
seqlientemente, para o apregamento de uma opc&o no Ibovespa néo é necessario subtrair o dividendo do juro sem ris-
co. De outra forma, teriamos uma dupla contagem. Splits sdo tratados de forma similar.

13 Essas tabelas mostram os resultados ao usar o algoritmo de Newton-Raphson. Enfatizamos que muitas
vezes esse algoritmo ndo converge para alguns dados. Isso pode ser devido a posi¢des de arbitragem ou dados
imperfeitos. Quando isso ocorre, os dados foram desprezados da amostra. Dos 1.192 registros para as calls, ti-
vemos 936 que convergiram. Esses dados foram utilizados para construir a superficie de volatilidade.
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TABELA 1

Volatilidade média e desvio-padrdo da volatilidade implicita
para o Ibovespa — opgoes-ATM

P1 P2
Maturidade
1/6/96 a 18/2/97 19/2/97 a 30/7/97

7-14 dias

Média (%) 20,02 23,64

Desvio-padrao (%) 5,52 4,85

# Obs. 30 31
15-21 dias

Média (%) 22,18 21,52

Desvio-padrao (%) 8,60 5,18

# Obs. 40 22
22-30 dias

Média (%) 22,33 25,80

Desvio-padrao (%) 4,09 4,66

# Obs. 46 40
31-45 dias

Média (%) 23,47 26,04

Desvio-padrao (%) 3,86 3,68

# Obs. 69 67
46-60 dias

Média (%) 24,63 26,19

Desvio-padrao (%) 5,32 4,20

# Obs. 93 72

De acordo com a Tabela 1, pode ser observado que as médias da volatilidade
implicita para o Ibovespa aumentam com a maturidade nos periodos P1 e P2.
Esse fato é compativel com o pensamento do mercado de que quanto maior a ma-
turidade, maior seré a volatilidade. Contudo, esse raciocinio ndo € valido na Ta-
bela 2 para as opgdes-ITM.14

Agora, se compararmos as Tabelas 1 e 2 para cada maturidade e periodo, po-
demos confirmar alguns resultados esperados que as opc¢des-1TM em relagdo as

14 Esse resultado é similar ao obtido por Ait-Sahalia e Lo (1995) para o indice S&P-500. Esse fato é inter-
pretado pelo mercado como sinal de um possivel crash futuro. Nesse caso, devemos analisar com mais cuidado
asuperficie de volatilidade. Um resultado similar também foi obtido por Campa, Chang e Refalo (1999) para o
real contra o délar no periodo anterior a crise asiatica. Mas esses resultados sdo duvidosos, pois misturaram os
diferentes tipos de opges em termos de ATM, OTM e ITM e, além disso, ndo consideraram as diferentes re-
gides da superficie de volatilidade.
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TABELA 2

Média e volatilidade da volatilidade implicita do Ibovespa — opgoes-ITM

P1 P2
Maturidade
1/6/96 a 18/2/97 19/2/97 a 30/7/97

7-14 dias

Média (%) 56,30 61,83

Desvio-padrao (%) 55,17 46,72

# Obs. 5 11
15-21 dias

Média (%) 56,89 43,29

Desvio-padrao (%) 39,54 24,31

# Obs. 7 11
22-30 dias

Média (%) 25,14 39,59

Desvio-padrao (%) 7,57 27,00

# Obs. 17 31
31-45 dias

Média (%) 29,92 38,32

Desvio-padrao (%) 18,74 24,61

# Obs. 22 54
46-60 dias

Média (%) 32,11 53,68

Desvio-padrao (%) 19,18 30,10

# Obs. 23 34

op¢des-ATM apresentam maiores médias e volatilidades para a volatilidade im-
plicita. Mostramos a seguir que esses resultados refletem as regifes ao longo das
curvas de sorriso.

O Gréfico 4 mostra as diferencas entre as volatilidades implicita e histérica
para o Ibovespa.1®

De fato, a volatilidade implicita representa o risco esperado pelo mercado que
é contido nos precos das opgdes. Esse risco de mercado inclui a possibilidade de
eventos raros como um crash. O principal resultado é que a volatilidade histérica
é consistentemente menor do que a implicita nos periodos antes e depois dos
crashes, enquanto para os periodos durante os crashes inexistem transacdes em

15 A volatilidade histérica é calculada sob o critério de média mével exponencialmente ponderada, con-
forme o critério da RiskMetrics para o propésito de calcular o VaR.
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GRAFICO 4
Estimativa do risco no mercado acionario brasileiro:
volatilidades histérica e implicita

Volatilidade anual (%) Ibovespa

120 14.000
P1 P2 b
ovespa _
100 — P 12.000
/\_ 10.000
80 — A
Volatilidade . P -
implicita & &j — 8.000
60 — ‘\'I‘ ..
: A S~ — 6000
A A 7/ H
40 — - Y 1
VLIS \ AY D 0w
o =~and’ " Volatilidade
N m ” o gz e
20 Sam” histdrica = 2000
T T T T Y A A A R A AR
© Ny N~ ~ ~ N3 o<} © o R 2} <)
D [{=) D D D N~ D D D (=] D D
D D D [o2] D [=2] D D D [=2] D [o>]
— =2} — — — > — — — > — —

opc¢des. Assim, ndo podemos inferir a volatilidade implicita, mas apenas a histo-
rica. As consequéncias imediatas sdo: @) o VaR tradicional da RiskMetrics su-
bestima o risco de mercado em relacdo a abordagem de volatilidade implicita; e
b) o conceito de VaR tem algum significado durante um crash?16

4.2 - A superficie de volatilidade e as respectivas curvas de
Sorriso

Os Graficos 5 e 6 mostram, respectivamente, as superficies de volatilidade para
os periodos P1 (junho de 1996 a fevereiro de 1997) e P2 (fevereiro de 1997 a ju-
Iho de 1997).%7

Existe uma interessante controvérsia acerca dos vales na superficie de volati-
lidade para certas maturidades. Por exemplo, Ait-Sahalia (1998, p. 143) encontra
varios vales para 0 S&P-500. Ele sugere que isso pode caracterizar possibilida-
des de arbitragem devido a existéncia de volatilidades a termo que sejam baratas.
Por outro lado, esse fendbmeno sugere para alguns investidores brasileiros: falta

16 Malz (2000) fornece uma metodologia para utilizar a volatilidade implicita com base nos precos das
opgdes para prever 0s possiveis chogues.

17 Como obtivemos esses graficos? Ver Apéndice para maiores detalhes.
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GRAFICO 5
Superficie de volatilidade — periodo P1: junho/96 a fevereiro/97
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GRAFICO 6
Superficie de volatilidade — periodo P2: fevereiro/97 a julho/97
0 Volatilidade implicita (%)

S s 2 o i
2 o ~ o 17-14 dias
© s s 33 = 2 8 3 31-45 dias
S o
Preco de exercicio/preco a vista Maturidade

140

Pesq. Plan. Econ., v. 31, n. 1, abr. 2001




de hedge; sinal de crash futuro; ou problema de coleta de dados ndo-sincronizada
— comprometendo a estimacdo da volatilidade implicita. Assim, pode ndo exis-
tir um firee-lunch como foi sugerido por Ait-Sahalia (1998). Mas outros investi-
dores discordam e confirmam a posicdo de Ait-Sahalia ao dizer que pode existir a
possibilidade de arbitragem.

Com base nos Gréaficos 5 e 6, 0s Graficos 7 e 8 mostram, respectivamente, “fa-
tias de sorrisos das volatilidades”. Cada fatia corresponde a um dado intervalo de
maturidade. Esses gréaficos mostram como as volatilidades implicitas mudam
com o0 moneyness de uma opcao e com um especifico intervalo de maturidade.18
Tais gréficos ilustram melhor o fato estilizado descrito na se¢&o anterior.

Se analisarmos a regiéo das calls-1ITM (em dinheiro), podemos observar que
as opcBes com maturidades menores do que 21 dias tém maiores volatilidades
implicitas do que as com maiores maturidades. Lembre-se de que o indice
S&P-500 mostrou o mesmo comportamento, de acordo com Ait-Sahalia e Lo

GRAFICO 7
Sorriso de volatilidade no Ibovespa — periodo P1: junho/96
a fevereiro/97
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18 O conceito de moneyness (K/S) mede o valor intrinseco do valor de uma opgéo na sua maturidade.
Moneyness menor do que 1 representa as calls-ITM. Os seguintes passos séo utilizados para construir as curvas
de volatilidade. Para cada intervalo de moneyness é calculada uma média ponderada de volatilidade, de acordo
com o volume transacionado. Assim, obtivemos aproximadamente 30 pontos no plano de volatilidade versus
moneyness. Entéo, é interpolada uma fungéo quadratica para representar a curva de sorriso.
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GRAFICO 8

Sorriso de volatilidade no Ibovespa — periodo P2: fevereiro/97
a julho/97
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(1995). Uma explicacéo é que os traders tém maiores incertezas no curto prazo
do que no longo prazo quando s&o transacionadas essas calls. Mas 0 oposto ocor-
re paraas calls-ATM. Em termos da curva de sorriso, a volatilidade de curto pra-
z0 é mais elevada no periodo P1 em comparacdo com o periodo P2 para as
calls-ITM. Em outras palavras, os precos dessas op¢des-1TM sdo mais caros no
periodo P1 em relacdo ao P2 devido a maior volatilidade.

Lembre-se de que a crise da Asia ocorreu no final do periodo P2. A quest&o é:
que tipo de op¢do mostra maior volatilidade quando vamos do periodo P1 para o
periodo P2 (antes do crash)?

o Asopgdes-ATM mostram maiores volatilidades para todas as maturidades
no periodo P2 em comparacao com o periodo P1. Esse fato € coerente com
os resultados mostrados no Grafico 4 em termos de volatilidade histérica.

e Por outro lado, as opgdes-1TM mostram resultados opostos.

o Oscruzamentos persistentes das curvas de sorriso nos Graficos 7 e 8 sdo in-
terpretados pelo mercado como sinal adicional de possiveis crises futuras.
De fato, Ait-Sahalia e Lo (1995) sugerem analisar as op¢des-OTM, pois
conteriam melhores informacdes, mas o mercado brasileiro ndo apresenta
transacgdes suficientes para essas opgoes.
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4.3 - FDP estimada para o mercado acionario brasileiro

Em termos de implementacéo, tentamos dois métodos independentes para obter
a FDP risco-neutro: Shimko e Derman e Kani. Nesse sentido, o Grafico 9 mostra
suas respectivas FDPs.

Apesar de podermos constatar no Grafico 9 que ambas as metodologias pro-
duzem aparentemente as mesmas FDPs, a metodologia de Derman e Kani néo
fornece resultados satisfatorios quando tentamos calibrar curvas de sorriso qua-
dréaticas. Assim, utilizamos somente o método de Shimko.!® Sob essa metodologia,
o0 Gréfico 10 mostra a FDP para a faixa de maturidade entre 31 e 45 dias. Esse gra-
fico baseia-se no Gréafico 7. De modo similar, o Gréafico 11 baseia-se no Gréfico 8.
Nas caudas da FDP, com base no método de Shimko, foram ajustadas as corres-
pondentes FDPs log-normal com a mesma média e variancia.

A FDP do Grafico 10 tem quebras que sdo inerentes ao método de Shimko de-
vido a auséncia de dados nas crises e ao ajustamento de uma FDP log-normal nas
caudas faltantes.

Para ilustrar quantitativamente o efeito no iedge para o propésito de adminis-
tracdo de risco, fizemos um exercicio comum. Comparamos as areas sob a cauda
esquerda da FDP implicita versus uma FDP log-normal. Tomamos o valor
13.000 como referéncia ao Ibovespa. Se quisermos determinar o valor minimo
que esse indice pode atingir nos proximos 30 dias com intervalo de confianca de
95%, obtemos um valor de 11.729 para esse indice ao usar uma FDP log-normal.
Mas, se utilizamos a FDP implicita, temos um indice de 11.402. Assim, subesti-
mamos a possivel perda no mercado acionario em 2,8% se usarmos a FDP
log-normal em vez da FDP implicita.

19 Paraverificar a validade do método de Derman e Kani, criamos um indice para medir a percentagem de
nos ajustados pela violagao de arbitragem para cada nivel da arvore. Lembre-se de que o algoritmo de Derman e
Kani ndo evita uma probabilidade de transicdo negativa. Quando ocorre uma probabilidade negativa, temos
uma violacéo de arbitragem. Nesse caso, 0 algoritmo de Derman e Kani deve ser rejeitado e o processo de ajus-
tamento deve ser aplicado. Assim, esse indice mede o desempenho do algoritmo de Derman e Kani para cons-
truir a arvore binomial de acordo com a curva de sorriso. Para curvas de sorriso quadraticas, consideramos 500
niveis para a arvore. Assim, obtivemos indices maiores do que 95. 1sso significa que conseguimos replicar so-
mente 5% dos nés ao utilizar o algoritmo de Derman e Kani. Quando incrementamos o niimero de niveis para
600, o indice ndo aumenta necessariamente de mais de uma unidade. Assim, concluimos que as curvas de sorri-
so estimadas, de acordo com o método de Derman e Kani, falham para o mercado acionario brasileiro antes da
crise asiatica. Derman, Kani e Chriss (1996) reconhecem esse tipo de problema e propdem a utilizago da arvo-
re trinomial recombinante. Apenas lembrando que a inferigdo da arvore implicita é importante para o apreca-
mento de derivativos dependentes do caminho (exdticas). Assim, utilizamos a metodologia de Shimko.
Mostramos apenas duas FDPs em relacdo aos dois periodos anteriores a crise asiatica. Mas para demonstrar es-
tatisticamente a robustez e aplicabilidade do método de Shimko em comparagdo com o de Derman e Kani em
termos de arvore binominal, precisamos de maiores amostras. Mas isso ndo é factivel no caso brasileiro, pois ti-
vemos apenas cinco anos depois da implementacéo do Plano Real. Além disso, depois de janeiro de 1999, tive-
mos a mudanca de regime cambial. De qualquer modo, as FDPs implicitas obtidas mostram um conhecido fato
estilizado conforme reportado por Ait-Sahalia e Lo (1995): skew negativo e leptocdrtico. Em outras palavras, 0
mercado acionario brasileiro mostra um padrdo de um mundo chamado de “Além do de Black e Scholes
(n&o-log-normality)”.
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GRAFICO 9
Comparacao entre as FDPs Derman e Kani e Shimko
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GRAFICO 10
FDPs implicita e log-normal — periodo P1: junho/96 a fevereiro/97
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GRAFICO 11
FDPs implicita e log-normal no Ibovespa — periodo P2:
fevereiro/97 a julho/97
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A FDP implicita tem valor por duas razdes: primeiro, ela pode ser utilizada
para inferir o processo de difuséo do objeto subjacente. O uso da arvore binomial
implicita, tal como em Rubinstein (1994), auxilia no aprecamento de opcdes
exoticas; segundo, para o propdsito de administracdo de risco, a FDP implicita
fornece o chamado VaR econdmico versus 0 VaR estatistico da RiskMetrics.2°
Nesse sentido, a FDP implicita representa a avaliagdo econémica do risco de
mercado que € esperado pelos agentes.

5 - Conclusoes

Para o mercado acionario brasileiro no periodo analisado de junho de 1996 a ju-
Iho de 1997 — antes da crise asiatica—, verificamos um aumento na volatilida-
de implicita de acordo com a call-ATM. Esse fato é consistente com a volatilida-
de historica correspondente. Por outro lado, esse resultado ndo é valido para a
call-ITM.

Ao usar as curvas de sorriso, verificamos a factibilidade da implementagéo
dos métodos de Derman e Kani e de Shimko com o objetivo de estimar a FDP risco-
neutro para o Ibovespa. A FDP tem contetido informacional por duas razes:

20 Para maiores detalhes, ver Ait-Sahalia e Lo (2000).
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primeiro, pode ser usada para inferir o processo de difusdo do objeto subjacente
— Ibovespa. Essa inferéncia pode ser utilizada para o aprecamento de derivati-
vos dependentes do caminho; segundo, nossas evidéncias auxiliam na adminis-
tracdo de risco ao usar a FDP implicita para se estimar o VVaR econémico em con-
traste com o VaR estatistico, que é 0 benchmark da RiskMetrics. Ait-Sahalia e
Lo (2000) sugerem combinar esses tipos de VaR.

Nossos resultados propdem, pelo menos, a seguinte agenda para as futuras
pesquisas:

@) uma vez que a arvore binomial de Derman e Kani € insatisfatoria para o
mercado acionario brasileiro, uma alternativa seria usar a arvore trinomial que
foi desenvolvida por Derman, Kani e Chriss (1996); ») outro desafio é utilizar os
métodos nao-paramétricos para os mercados emergentes na linha sugerida por
Ait-Sahalia e Lo (1995). O grande problema dessa técnica de vanguarda é a es-
cassez de dados nas épocas de crises. A Unica metodologia que restaria seria usar
dados historicos. Mas essa abordagem n&o satisfaz também se houver mudanca
de regime; ¢) para o proposito de administragdo de risco, nossos resultados enco-
rajam pesquisas adicionais para obter medidas de VVaR que incorporam a avalia-
cdo econdmica de acordo com a densidade dos precos nos estados; e d) para o
aprecamento de opgdes exoticas, a tarefa requerida seria inferir o processo de difu-
sdo risco-neutro ao usar arvores de modo que se obtenham as volatilidades locais.

Apéndice

A.1 - Interpolacio da curva de sorriso

Os Graficos 5 e 6 mostram as superficies de volatilidades. Para estimar cada fa-
tia, efetuamos o seguinte procedimento. Para cada faixa de maturidade foi esti-
mado um polindmio quadratico, ver grafico mais a frente.

De modo similar, a tabela a seguir mostra polinémios quadréaticos para todas
as faixas de maturidades.

Parametrizagdo das curvas de sorriso — polinomios de volatilidade
(y = ax2 + bx + ¢, onde y = volatilidade e x = preco de exercicio/preco a vista)

7-14 dias  15-21dias 22-30dias 31-45dias 46-60 dias

ax\2 39,345 23,037 9,4228 13,915 4,9668
bx -77,73 -46,87 -18,69 —27,65 -10
c 38,573 24,038 9,4934 13,939 5,2676
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Interpolacao da curva de sorriso

19 Volatilidade implicita
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A.2 - Codigo C++ para implementar o método de Shimko —
infericao das FDPs implicita e risco-neutro
#include < stdio.h>
#include < math.h>
main() {
FILE *inpdf;
FILE *outpdf;
char linbuff[81];
double a[4],x, xini, xfin, deltax,S,B,tao,result;
/* Open files */
if ((inpdf = fopen(*’pdf_shim.inp’’,”’r’*)) == NULL) {
printf(*’Failure to open output results file!"\n"’);
exit(1);
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}
if ((outpdf = fopen(*’pdf_shim.sal’’,”’w’’)) == NULL) {
printf(*’Failure to open output results file!"\n’’);
exit(1);
}
/* Read initial data */
fscanf(inpdf, “* X initial (xini): %f\n’’*,&xini);
fscanf(inpdf, *’X final (xfin): %f\n’’,&xfin);
fscanf(inpdf, ’Delta X (deltax): %f\’’,&deltax);
fscanf(inpdf, ’Value of asset at date 0 (S): %f\"’,&S);
fscanf(inpdf, ‘’Risk-free discount factor (B): %f\’’,&B);
fscanf(inpdf, “’Value for tau: %f\’’,&tao);
fgets(linbuff,80,infile);
fscanf(inpdf, ** a0: %f\n’’,&a[1]);
fscanf(inpdf, ** al: %f\n’’,&a[2]);
fscanf(inpdf, ** a2: %f\n’’,&al[3]);
fclose(inpdf);
X = Xini;
while (x < = xfin) {
result = pdf_sorr(x,S,B,tao,a);
fprintf(outpdf,’”%2f %6\n’",x,result);
X =X + deltax;
}
fclose(outpdf);
}
/* Functions and Procedures */
double pdf_sorr(double X, double S, double B, double tao, double a[]) {
double md2,md2x,msigma,md1,md1x;
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double mpdf_norm,mresult;
msigma = sigma(X,a);

md1 = d1(S,X,B,msigma,tao);
md2 = d2(md1,msigma,tao);

md1x = d1x(X,md1,msigma,tao,a);
md2x = d2x(X,md1x,a);
mpdf_norm = pdf_norm(md2);

mresult = -1*mpdf_norm*(md2x-(a[2]+2.0*a[3]*X) *(1-md2*md2x)
-2.0*a[3]*X);

return (mresult);

}

double d1(double pS, double pX, double pB,
double psigma, double ptao)

return ((log(pS/(pX*pB))+0.5*psigma*psigma*ptao)/(psig-
ma*sqrt(ptao)));

}
double d2(double pd1, double psigma, double ptao)
{ return ((pd1 - psigma*sqrt(ptao)));
}
double d1x(double pX, double pd1, double psigma,
double ptao, double a[])
{ return(-1/(pX*psigma*sqrt(ptao))+(1-pd1/(psigma*
sqrt(ptao)))*(a[2]+2.0*a[3]*pX));
}
double d2x(double pX, double pd1x, double a[])
return (pd1x - (a[2]+2.0*a[3]*pX));
}
double sigma(double pX, double a[]) {
return (a[1] + a[2]*pX + a[3]*pX*pX);
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}

double pdf_norm(double argument) {

double result;

result = 1.0/sqrt(2.0*3.141592654)*exp(-0.5*
argument*argument);

return (result);

Abstract

A critical aspect for pricing financial securities is to assess how the actual diffusion process differs
from the standard Black-Scholes model. This work estimates the Arrow-Debreu Implied
State-Price Densities and its equivalent risk-neutral Probability Density Function (PDF) for the
Brazilian stock market index by using the methodologies developed by Derman-Kani (1994) and
Shimko (1993). The estimated PDFs allow us to infer the market risk for the purposes of both risk
management and pricing financial securities in non-arbitrage models like Black and Scholes
(1973) or Merton (1973).
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