Estimacdo da desigualdade dentro de
estratos no calculo do indice de
Gini ¢ da redundancia *

Roporro HoFFMANN *#

1 — Sumario

Quando calculamos medidas do grau de concentragio ou desigual-
dade para uma distribuigdo da renda ou da riqueza e dispomos
apenas dos dados referentes ao numero de elementos cm cada estrato
e a correspondente renda ou riqueza, surge o problema de estimar
a desigualdade dentro dos estratos. O cilculo de medidas de con-
centracio desprezando a desigualdade dentro dos estratos pode levar
a uma séria subestimacio do grau de desigualdade real. Neste tra-
balho apresentamos um método geral de estimar a desigualdade den-
tro dos estratos quando se calcula o indice de Gini ou a redundincia.
Para os estratos com limites finitos, pressupomos que a distribuicio
dentro do estrato temn funcio de densidade linear e dentro do estrato
de rendas mais altas, quando ele ¢ aberto a direita, pressupomos
que a distribuicio é a de Pareto com dois parimetros. Também ¢
analisade um outro método, baseado na obtencdo de um limite in-
[erior (admitindo perfeita igualdade dentro dos estratos) e de um
limite superior (supondo um midxima de desigualdade dentro dos

estratos) para o valor do fndice de Gini ou da redundincia.

* Agradego os comentdrios criticos que o corpo editorial de Pesquisa e
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2 — Introducao

Os dados disponiveis” para o cilculo de medidas de concentragio
da distribuiciio da renda ou da riqueza em wma populacio consistenm,
freqiientemenic, no nimero de pessoas ¢ nos totais de renda ou
riqueza referentes u um cerro numero de cstratos, ¢ nio dispomos
fou sdo de- dificil acesso) das informacoes referentes 4 renda ou
riqueza de cada individuo. E comum, nesses casos, calcular-se a
medida de concentragio referente 2 desigualdade entre  estratos,
desprezando-se a desigualdade dentro destes. Esse procedimento pode
levar a uma séria subestimagio do grau de desigualdade real,
Corsidercmos a distribuicio da renda em uma populacio dividida
em k estratos. Scja w, (b — I, ..., k) o numero de clementos no
f-ésimo estrato e seja x,, (b = 1, ..., k; it = 1, ..., ) a renda
recebida pelo j-ésimo elemento do h-ésimo estrato. O numero total

de elementos na populacio ¢é:

ke
¥N=%u

h=1

Se a renda média da populacio ¢ p, a frugdo da renda total apro-

priada pelo i-¢simo elementa do h-ésimo estrato é:

Ti
Nu

Wi =

A proporgio da populagio que se situa no A-¢simo estrato &

E a correspondente proporcio da renda total é:

Rh

W 1
Yy = E Yo: = \—,y‘ E Lpi
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i=1 i
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A renda média do A-ésimo cstrate é:

1 '.'lh I,’h
Moo= o—— 3 &y = ——p
Ry =1 Th
Segue-se que:
oY (3
Mt Ty

isto ¢, a renda (média) relativa cm um estrato ¢ igual a razio entre
a propor¢io da remda total e 4 proporcio da populagis correspon-
dente a esse estrato.

No ponto correspondente ao limite superior do A-ésimo estrato,
as coordenadas da curva de Lorens sio:

i h
R TR 2 @
J\f j=1 F=1
i
=¥ ¥V,=L 3 L ¥ 3)
= P J— Ppwy = e r,\?:.p_.
. jgf ! M j}::.' ’ Nu i=1 i

Pode-se demonstrar * que o valor do indice de Gini (G) para a

populacio é dado por:

b
G = (;e + E Th }'Yh G‘j‘, (4)

h=17

onde G, ¢ o indice de Gini relerentc 4 desigualdade dentro do
h-¢simo estrato ¢ G, ¢ o Indice de Gini referente 4 desigualdade entre
os gstratos, isto ¢, G, seria o indice de Gini para a distribuigdo da

1 Algumas das demonsiragoes omitidas neste trabalhe podem ser encontradas
em R. Hoflmann, Medidas de Coneenlrardo de wmia Distribuicio e « Desigual-
dade Econdmica em unia Sociedade, Séric Estudos (Departamento de Feonomia
e Sociologiz Rural da ESALQ-USP, 1976), n.® 20, ocu no Capitulo 6 de R.
Holfinann, Estatistica para Economistus, a ser publicado pela Editora Pionecira.
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renda nessa populagio se dentro dos estratos a renda fosse eqiiita-
tivamente distribuida (x,;, = p, para i = 7, ..., n;). O valor de G,
¢ dado por:

I
Ge. =1~ Z (‘I’hﬂ' + ¢h) Th (5)

h=1

com @, -— (. Notese que para calcular G, precisamos apenas conhe-
cer a propor¢io da populacio (m) e da renda (Y,) em cada es-
trato. Entretanto, para calcular os indices de Gini referentes as desi-
gualdades dentro dos estratos (G, h = I, ..., k) precisamos conhecer
a renda reccbida por individuo,

A redundincia da distribuicio da renda descrita é dada por: 2

¥
R = RE’ + Z }vh R.’: (6)

=1

onde R; ¢ a redundincia dentro do h-ésimo estrato ¢ R, ¢ a redun-
dincia entre estratos, dada por:

k
Bo= 3 Y, log -+ @)

h=1 Th

Para calcular os valores de R, (& = I, ..., k) precisamos conhe-
cer a fracio da renda total recebida por individuo.

Apenas quando hd perfeita igualdade na distribuicio da renda
dentro dos estratos ¢ que G = G, e R = R.. Em qualquer outro
caso os valores de G, e R, constituem subestimativas do verdadeiro
grau de desigualdade,

Neste trabalho apresentaremos um mdétodo de estimar os valores
de G, e R,. Para os estratos com limites finitos vamos pressupor
que a distribuicio dentro do estrato tem fungio de densidade linear
e dentro do estrato de rendas mais altas, quando ele ¢ aberto a
direita, vamos pressupor que a distribuicdo ¢ a de Pareto com dois
pardmetros.

2 Ver H. Theil. Economics and Information Theory (Chicago: Rand McNally,

1967}, Capitulo 4.
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3 — O indice de Gini e a redundancia para uma
distribuicio da renda com fungio de
densidade linear e para uma distribuicio
de Pareto com dois parametros

Seja x uma varidvel aleatéria continua cuja distribuicio tem fungio
de densidade linear, isto ¢:

f(x) = o + Px pal‘aaék’éb

e
f(x) = Oparax <aex >h
De:
b
j f(x) dx = 1
obtemos:
a=%—s(a+§) o)

onde § — h — a.

Pode.se verificar que a média da distribuicio é:

2

?n-ﬂf‘;j’:t)dxza-{—i-l-ﬁi ()
L 2 12 ’

Tendo em vista obter o indice de Gini, interessa-nos a diferenca
absoluta média, definida por:

A= 7 T klaro) aFw

onde x e y representam dois valores quaisquer da variivel e F(x) ¢
a fungdo de distribuicdo, isto é:

Fx) = fW(y)dy
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Para uma distribuicio com média linita, pode-se demonstrar ? que:

A= 4] o (z) dF {(x) — 2u =

@ 1
=4 x| Fix) — 7 dF (z) =
= Bf Fixzy [1 - F{x)] da
Se x é uma varigvel nio-negativa com média finita, temos; *
A= 2 — 2f 1 — F(x)) dx
o

Com base em qualquer uma dessas expressoes pode-se verificar que
para uma distribuicio com fun¢io de densidade linear a difercnca

4
a-2(s- 22
3 20

absoluta média ¢:

Como G = A/ (2m), obtemos: &
; £z
G:g(j__a.) [I_M_:i (10)
m 15\
onde:
L= (m—a)/g (1)

Uma vez que f(«) = 0 e f(b) = 0, podesc deduzir que:

1 ; 2
TS LS 5 {12)

3 Ver R. Hoffmann, Medidas de Concentracio. .., op. cit.

.4 Ver R, Dorfman, “A Formula for the Gini Coefficient’”, in Review of
Economic and Statistics, vol. 61, n® I (levereiro de 1979), pp. 146-149.

5 A formula (10) ¢ apresentada cm §. Goldsmith, G. Jaszi, H. Kaitz ¢
M. Liebenberg, “Size Distribution of Income Since the Mid-thirties”, in Review
of Economics and Statistics, vol. 36, no 1 (1954), pp. 1-32, onde ¢ utilizada
para estimar o indice de Gini referente i desigualdade dentro dos cstratos.
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Interessa-nos o caso particular em que f (b)) = 0. Entio A= I1/3 ¢:

\ 2 @
G = ,.3_( 1 — m) (13)

Também nos interessa o caso particular em que f (¢} = 0. Entio

=23 e
~—~if'(w—*z) (1)
7]

De acordo com Theil, ¥ se x é uma variivel ndo-negativa com
distribuicio centinua, a redundincia (como medida de desigualda-
dey da distribuicio ¢é dada por:

~ fm (i Tog —x_) F@ de
o m m

Com f(x) = a 4 Px para ¢ < x < b = a + 6, e lembrando (8},
(%) o (11}, obtemos:

a’ 20
1_(
@Gm|:

+ .3) (2N — I)] log 2 + 1()gi +
a n

f .
12) om ( * 9) 1e

Puara o caso particular ¢ que f(b) = 0, temos k = I/3:
6§ = 3 (m — a} {]6)
el
b — 3m — 2a {(17)
Para o caso particular em que f(a) = 7, temos . = 2/3:
6 =3 (b — m) {18)

& H. Theil, op. cit., Capitulo 4.
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e:
a4 — 3m -— 2b (19)

Consideremos agora uma varidvel aleatdria com distribuicin de
Pareto com dois paridmetros, isto ¢, a funcio de distribuicio de x &:

F(x) = 0 para x < a e
a &
Fixy =1 — (T),comq>]ea>0,parax2a

Pode-se verificar * que a média da distribuicio é:

ad
- = \
m = 7 (20}
que o indice de Gini ¢ dado por:
y)
G —= (21
20— 1
e que a redundéncia ¢ dada por:
1 o
De (20) e (21) obtemos:
G- ¢ (23)
m 4 a
De (20) e (22) obtemos;
m m
R=— 171 — log —
2 08 — (24)

7 Ver H. Theil, op. cit., e R. Hoffmann, 4 Disiribuicio de Pareto, $éric

Fstudos (Departamento dc Tconomia e Sociologia Rural da FSALQ-USP, 1974,
n° 18,
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4 — Estimacio da desigualdade dentro de estratos
no calculo do indice de Gini e da
redundincia de uma distribui¢do da renda

Consideremos, novamente, a populacio descrita na introdugio, Ad-
mitimos que sdo conhecidos os valores de my, ¥y e w, para os k
estratos, mas quc nio sio dadas as rendas de cada individuo. Vamos
admitir, também, que sio conhecidos os limites dos estratos, Sejam
F,—, e E, os limites inferior e superior, respectivamente, do h-¢simo
estrato.

De acordo com (1) e (6), para obter o indice de Gini e a redun-
dincia da populagio, precisamos estimar o0s indices de Gini (G;) e
as redundincias (R;) referentes is desigualdades dentro dos estratos.

Vamos considerar, iniciabmente, um estrato com limites finitos.
Neste caso o indice de Gini (G;) e a redundincia (R,) reflerentes
4 desigualdade dentro do estrato serfo estimados admitindo-se que
a distribuicio dentro do estrato tem funcio de densidade linear. E
importante assinalar que nio pretendemos alirmar que @ distribul-
¢do real tenha fungdo de densidade linear, a qual ¢ utilizada apenas
para obter uma estimativa da desigualdade dentro do estrato, ® e
estd claro que o método pode levar i subestimagiio ou superesti-
macio dessa designaldade. De qualquer mancira, este método ¢ me-
lhor do que simplesmente ignorar as desigualdades dentro dos estratos
ou admitir que a distribuigdo dentro de wm estrato com linitcs
finitos ¢ necessariamente uma distribuicio uniforme. Além disso,
admitir que a fungiio de densidade dentro do estrato ¢ linear (ou
alguma outra funcio com dois pardmetros) é num certo sentido, o
melhor que¢ se pode fazer com os dados disponiveis, que sdo o0s
limites ¢ a renda média do estrato. Se tentdssemos utilizar uma
distribuicio cuja funcilo de densidade tivesse trés ou mais pardme-
tros, ndv seria possivel determinar os valores desses purdmetros. Uma
outra solucio para o problema, no caso do indice de Gini, fol

& No programa para computader que elaboramos, a distribuicio com {un-
¢io de densidade linear e (no caso do estrato de rendas mais altas, quando ndo
¢ delimitado a4 direita) = distribuicdo de Pareto sido utilizadas também para a
determinacio de percentis da distribuicio global,
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claborada por Gastwirth,” ¢ consiste em abandonar a tentativa de
obter wna estimativa para a medida du desigualdade da distribuicio
¢ considerar um intervalo que contenha o valor real da medida de
desigualdade, Devemos assinalar que o método descrito aqui conduz
a uma estimativa do indice de Gini (ue esti necessariamente dentro
do intetrvalo obtido pelo método de Gastwirvth.

Consideremos o estrato com limites finitos Ey_; e E; ¢ cuja renda
média é w,. Se tivermos:

! e — £y 2
3 g\ f" g_ -
’ “h _'Eh—f 2
favemos F, , = o, E, = b e W, = m, e obtemos as estimativas de

Gy, e Ry, através de (10y e {15y, respectivamente.

Se tivermos:

,uh - ET! —1 < !
[i;'r - ET) -7 3
lazemos £, , —= u, } — /3 e wpy = m, e oblemos a estimativa de (7

atraves de (13) . A estimativa de R, ¢ obtida através de {I5) com
os valores de ¢ ¢ b dados por (16) e (17). Estamos admitindo, nesse
caso, que a fungdo de densidade ¢ igual a zero no intervalo de b
até Fy.

Finalmente, se tivermos:

w— 2
Iifl - Eh -1 3
tazemos £, = b, i = 2/3 e m, = m, e oblemos a estimativa de Gy

através de (14). A estimativa de R, ¢ obtida através dc {15) com
os valores e ¢ e « dados por (18) e (19}. Estamos admitindo, nesse
caso, que a funcio de densidade é igual a zero no intervalo de Fu_
ate a,

Quando o estrato de rendas mais aleas, cujo limite inferior ¢ E,_,.
nao é delimitado a direita, admitimos gue a distribuicio dentro desse

" Ver J. L. Gastwirth, “The Estimation of the Lorenz Curve and Gini Index’,
in Review of Econonics and Statisiics, vol. 54, n9 § (agosto de 1972) . Pp- 306-316.
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estrato ¢ a de Pareto com dois parimerros. Valem aqui comentdrios
semelhantes aqueles que fizemos em relacio & pressuposigio de que
a distribuicio dentro de um estrato com limites finitos tem funcio
de densidade linear. Oy valores do indice de Gini ((3) e da redun-
dincia (P,) denwro do ultimo estrato serdo, entdo, obtidos atraves
de (23) ¢ (24), respectivamente, tazendo K., = 4 e y, = m.

Para ilustrar, vamos apresentar aqui dois dos exemplos numéricos
artificiais utilizados para testar o programa para computador que
elaboramos, tendo em vista o cilculo de medidas de concentracio
e a interpolacio dc percentis. () primeiro exemplo ¢ apresentado na
Tabela 1.

TarrrA 1

Distribuicao da venda em wma populecio dividide em trés estratos

Nimero  Proporc¢io

Limite Limile de Tndi- da tenda tenda
Tstrato Inferior  Superior viduos  Populacio  Total Média
(h) By () (114} (a3) (ap
1 0 50 30 23 1.200 10,0
2 A0 isn 0} 00,50 4200 700
3 120 IB ST 30 0,25 3825 1270
120 L0 02
A renda média da populagio é u = 76,875,

De acordo com (3) e (3), obtemos G, = 35/fo4 = 0,213415.
De acordo com {7), obtemos R}, — 0,082142 nits, 1" () corresponden-
te valor do indicc de Theil 3 ¢ T, = 1 — exp [— R} = 0785859,

0 termo “nits” ¢ formado pelas letras inicial e finais da expressio nafural
unifs, indicando que no cilcule da redundincia foram utilizados logaritimes ne-
perianos ou naturais.

11 Seuza mostron que o indice de concentracdo de Theil ¢ am caso par-
ticular do conceito de dual de uma medida de concentracio. Ver J. de Souza,
“Dualidade e Concentracio’, (rabalho apresentado no 1I Encontre Anuoal da
ANPEC (CEDEPLAR-UFMG, 1974 . Alguns autores chamam de indice de Theil
ao que foi denominade aqui de redundincia; ver, por exemple. C. G. Langoni,
Distribuicio da Renda ¢ Desenvolvimento Econdmico do Brasil {Rio de Jancivo:
Expressio e Cultura, 1973) .

-7
1o
=
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i . n —E, 40 2 -
Para (3] I1IMECIrO estrato temogy —— — —_ F_ntao, de
P E,—F, 36 7 3

acordo com (14) obtemos G, — 1/70 e através de (18), (19) e (15),
com L = 2/3, obtemos R, = 0,0/638] nits,

— E 20 i
Para o segundo estrato temos Lﬂ__z_ - — —. Entido, de
) i MOS TR, 3

acordo com (13) obtemas G, — /35 ¢ através de (16), (17) e (15),
com i = [/3, ohtemos R, = 0,0/9926 nits,

Ty

_ ,—E 7.5 ,
Para o terceiro estrato temos p.;__g =~ — . Através de
E,—E, 15 2

(10) e (15), com ). = //2, obtemos G, = //51 e R, = 0,000577 nits.

Finalmeunte, substituindo esses resultados em {4) e (6), obtemos
G = 30//1230 — 0,244715 ¢ R = 0,093584 nits. O indice de Theil
correspondente a essa redundancia ¢ T = 0,089339.

Como segundo exemplo vamos considerar uma populagio dividida
em apenas dois estrates, como mostra a Tabela 2. Note-se que o
segundo estrato ndo ¢ limitado 4 direita.

TABELA 2

Distribuicido da renda em uma populacio dividida em dois estratos

Nimero Proporcao

Limite Limite  de Indi- da Renda Renda
Estrato  Infeiior  Superior  viduos Topulagio Total Média
(k) (B (En) (r) (mra) {ps)
| 5% T2 28 0,28 1.82( €5
2 72 @ 72 0,72 10. 368 144
100 100 12188
A renda média da populagio é w = 127,88.

Obtemos G, = 0,130673, R, = 00479938 nits e T, — 0,046864.

Para o primeiro cstrato temos G, — 7i195 ¢ Ry = 0,001935 nits,
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Para o segundo estrato, considerando uma distribuicao de Pareto
com dois pardmerros, obtemos, através de (23) e (24), G, = I1/3
= R, = 0,306893 nits.

Substituindo esses resultados em (4) e (6), obtemos G = 0,336335
e R = ,309318 nits, O indice de Theil correspondente a essa re-
dundincia ¢ T = 0,266053.

5 — Outro método

Nesta segio veremos wm outro método para obter os valores do
indice de Gini e da redundincia de uma distribui¢io da renda le-
vando em consideragio a proviavel desigualdade dentro dos estratos
de renda. Este método se baseia na determinagio de valores minimos
€ maximos para os indices de Gini (G,) e redundincias (R;) dentro
dos estratos.

Consideremos o h-ésimo estrato, com renda média y, ¢ cujos limi-
tes inlerior e superior sfo, respectivamente, F;_; ¢ E,. Temos, obvia-
mente, £, <y, < B, Teremos um maximo de desigualdade den-
tre desse estrato quando uma parte dos individuos tiverem renda
igual a £,_, e os demais tiverem renda igual a £,. E ébvio que isso
maximiza o valer da diferenca média (A,) dentro desse estrato.
Seja ny, o namero de individuos do estrato e seju ¢ a fragio deles
que tem renda igual a £, ,. Entio temos ¢», individuos com renda
igual a E,_, ¢ {I-¢)n, individuos com renda igual a E;. Para que
a renda meédia seju p; devemos ter:

Wy = quh—I _i“ (I“d’) Iih

Segue-se que:

Ey, —

—— 25
bh - h],,; ( )

Nio ¢ dificil verificar que a diferenca média dentro do estrato
¢ dada por:

Av = 26 (I-¢) (Ex —— En ) (26)
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De (25) ¢ (26), e lembrando que G, = Anf (2w, concluimos
que o valor mdximo do indice de Gini dentro do estrato ¢ dado por:

(i, — (E" — “") (!‘l-': — Ehk1)
L ——

_ _ (27}
wy (Ep — E,_ )

GQuando o estrato de rendas mais altas, cujo limite inferior ¢
.y, nido ¢ limitado & direita, o valor mdximo para o indice de
Gini dentro desse estrato ¢ dado por:

. W — Ey g
G, = = 777 {(28)
|5
Esta expressio ¢ o lhnite de (27), com It — k, quando £, tende

@ infinito.

Substituindo os valores obtidos de (27) e (28) em (1), obtemos
am limiie superior () para o valor do indice de Gini da distri-
buigio du renda na populagio. Quaisquer que sejuin as distribuicaes
dentro dos estratos, o indice de Gini () para a populagio ¢ ao
menes igual @ G, e no méximo igual a G, isto ¢, G, L6 Gl
E razodvel, entdo, tomar a média aritmética de (i, ¢ , como uma
estimativa do indice de Gini da populaciio:

1
G=— (G, } G) (29)

E intere sante examinar a interpretagio gecmétrica para os valo-
res de G, e (r. Vamos admitir gue a populacio estd dividida em
apenas rés estratos, que o limite inferior do primeiro estrato ¢
I, = 0 e que o terceiro estruto nio tem limite superior finito. No
grafico a seguir wagamos uma curva de Lorenz hipotética, ¢ oy
pontes 4, Be € correspondem aos lhnites superiores dos wés estratos,

Adrea do poligono OABC ¢ a drea de concentragio correspondertte
ao valor do indice de Gini da populagio quando se admite que

12 Além de consizlerar o inlervalo delimitado por G, e G, Gastwirth, fazendo
algumas  pressupesiches sobre as distribuicdes dentro dos estratos, cdeterminog
um intervalo nais estreito dentro do qual deve estar o valor do indice de Gini
da popntacio. Yer [. L. Gastwirth, op. cil.
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dentro de cada estrato todos os individuos tém a mesma renda, isto &,
G, = 2 (drea O4BC). Tracando retas tangentes a curva de Lorenz
nos pontos 4 e f obtemos o poligone ODEFC, cuja drea ¢ a drea de
concentragio quando se supde um miximo de desigualdade dentro
de cada estrato, isto ¢, G, — 2 (drea ODEFC). Pode-se demonstrar
que a declividade da reta tangente a curva de Lorenz no ponto que
corresponde ao limite superior (E;) de um estrato ¢ igual a E,/u.

CURVAS DE LORENZ (HIPOTETICAS)

i

Vejamos, agora, a determinagio do valor da redundincia dentro
do h-¢simo estrato, com renda média wa e limites £, _, ¢ E,, quando
se admite que os individuos tém renda igual a F;_, ou igual a K,
Os ¢ny individuos com renda igual a £, se aprapriam da fracio
(pdfy 1) /i da renda total do estrato e os ({-¢}n, individuos com
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renda igual a E; se apropriam da fragio [ (I-¢) E;]/w, da renda total
do estrato. Entio a redundincia dentro do estrato ¢:

g — £y I — ¢} Ey i
R, = L log Pt + ( ) £ log —Ij—
L Mz Uz Hn

Lembrando {25), obtemos:

{ K, _
R z——m-—liE,ﬂ JE,_, log =L 4
A Er—Fr 1) (E), ~ w) By, log "
Ei
+ (5, By ) B, log —* (30)

iy,

De acorde com essa cxpressio, quando o estrato de rendas mais
altas, cujo limite inferior é F,_,, nio ¢ limitado a direita, o valor
maximo da redundéncia dentro desse estrato ¢ infinito, pois de (30},
com h = k, obtemos:

lim £ = =
Ly —p

fgso levaria a um limite superior infinite para a redundincia da
populagio. Theil ** sugere, entdo, que a redundincia dentro do
k-ésimo estrato, quando ele nio é limitado i direita, seja estimada
admitindo que a distribuigio dentro do estrato ¢ a de Pareto com
dois pardmetros. De acordo com (24) temos:

Ry = —% —f —log -t 31

-1 “k—1

Um limite superior (R,) para o valor da redundincia da distri-
buigio da renda na populagio ¢ obtido substituindo em (6) os
valores de R, dados por (30) e (31).

Theil comete o engano de indicar a média ariemética dos valores
de R, ¢ R, como uma estimativa para o valor da redundancia na
populacdo. Isso sd € razodvel quando todos os estratos tiverem limi-
tes linitos e os valores de R, (h = 1, ..., k} uttlizados no calculo
de R, tiverem todos sido obtidos através de (50). O valor de R,
dado por (31) ndo ¢ um limite superior para redundincia dentro

13 Ver H. Theil, op. cit.,, pp. 128-134,
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o k-dsimo estrato, mas sim uma bhoa estimativa do valor dessa re-
dundincia, jd ue, como tem sido observado em virios estudos, a
distribui¢io de Pareto se ajusta bastante bem para rendas relativa-
mente altas. Entdo, quando o estrato de rendas mais altas nio ¢
limitado 4 direita e o valor de R, é obtido através de (31), uma
estimativa rarodvel para a redundincia da distribuicdo da renda na
populacio ¢ dada por:

E—1 R R
R=R+ Z Vit + 1 R (32)
K=1
onde os valores de R, para # — 1, ..., k — I sido obtidos através

de {30). Notese que apenas os valores de R, obtidos através de
(30) sfio considerados como valores maximos, adotando-se, entio,
(//2)y R, como estimativa da redundéincia dentro do estrato.

Devemos ressaltar que para os exemplos apresentados em Theil
a diferenga entre a média ariumética de R, e R, ¢ o valor dado por
(32) ¢é muito pcquens, porque o peso do ultimo estrato, dade por
sua participa¢io na renda total, ¢ pequeno.

Para o exemplo numérico apresentado na Tabela 1, os valores

miximos do indice de Gini dentro dos estratos, ohtidos através de
(27), sio G, = 1/5, G, = 1049 e G, = 1/34. J4 vimos que
Gz, = 357164 — 0,213415, Substituindo csses resultados em (4) obte-
mos o limite superior para o indice de Gini da populacio, que ¢
G, = 0,269425. A média aritmética dos limites inferior ¢ superior
para o valor do indice de Gini é (I/2) (G, 4 G,) = 0,241420,
semelhante ao valor do indice de Gini obtido admitindo que a dis-
tribuigio dentro dos cstratos tem [uncio de densidade linear, que
€ G = 0244715

Para o exemplo da Tabela 1 os valores mdximos da redundincia
dentro dos estracos, obtidos através de (30), sdo R, = (,223144 nits

{no cdiculo dessc valor, uma vez que lim a log @ — 0, iomase 9
-y

log 0 = ), R, == 0,092329 nits ¢ R, — 0,00i73] nits. Jd vimos que

R. — 0,082142 nits. Subsiituindo esses resultados em (6) obtemos

R, = 0,153923. A média aritmética de R, e R, ¢ 0,118033 nits e o

correspondente valor do indice de Theil ¢ T = 0,111333,

Para o exemplo numdrico apresentado na Tabela 2, os valores
maximos do indice de Gini dentro dos estratos, obtidos através de (27)
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e (28), 530 G, = 7/130 e G, = 1/2, Ja vimos que G, = 0,130673.
Substituindo esses valores em {1) obtemos G, = 0,439766. A madia
aritmdética dos limites inlerior e superior para o valor do indice dc
Gini ¢ (1/2) (G, - () = 0,284920. Este valor difere bastante da
estimativa do indice de Gini obtida, admitindo que a distribuicio
dentro do primeire estrato tem tun¢io de densidade linear e que
no segundo estrato a distribuicio ¢ a de Pareto com dois parametros,
que, como vimos, ¢ G = 0,336335. A diferenga, neste caso, se explica
pelo fato de termos apenas dois cstratos.

Para o exemplo da Tabela £, o valor mdximo da redundincia no
primeiro estrato é R, = 0,005810 nits, J4 vimos que R, = (,047998

nits e que dentro do segundo estrato, admitindo uma distribuicio

de Pareto com dois pardmetios, temos R, — (,306853 nils. Substi-
tuindo esses resultados em (6) obtemos R, = 0,309897 nits e subs-
tituindo em (32) obtemos R = 0,309463 nits. A essa dltima redun-

dancia corresponde o indice de Theil T — 0,2667159. Note-se que a
media artmética de R, ¢ R, ¢ igual a 0,178947 nits, o que certa-
mente subestima o grau de desigualdade na populacio se a distri-
buigio dentro do segundo estraio € ou se assemelha a uma distribui-
¢io de Pareto.

6 -— Indice de Gini e redundancia para a
distribuicio da renda entre empregados
na indastria e no comércio e servicos, no

Brasil, de 1969 a 1974

Como ilustragio final dos diferentes métodos de cilculo do indice
de Gini e da redundincia discutidos neste trabalho, aprescntamos,
nas Tabelas 3, 4 e 5, o valor dessas medidas de concentragio para a
distribuicio da renda recebida como saldrio pelos empregados na
indusiria e no comércio e servicos, no Brasil, de 1969 a 1974. Os
dados basicoes consistern no total de empregados e o respectivo mon-
tante de saldrios para 17 estratos de salirio e foram publicados pelo
Centro de Documentacio e Inlormitica (CDIYy do Ministério do
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TABELA 3

Indice de Gini ¢ vedunddncia para o distribuicdo da renda entre
empregados da indistria, no Brasil, de 1969 a 1974 — dados bdsicos
relativos ¢ “Lei dos 2/3”, refeventes a abril de cada ano

Anos G. G. Média £ R, R, RR £

1969 0,407 044 0,410 0411 0,340 0374 0370 0,363
1970 0,422 0,420 0426 0,427 0,376 0,401 0,394 0,389
1971 0,422 0420 0,426 0,427 0,378 0404 0,390 0,307
1972 0,438 0,448 G443 0444 0,403 0,442 0,438 0,436
1973 0,460 0468 0,464 0,465 0,435 0,507 0,504 0,303
1974 0,404 0519 0512 0515 0,524 0,734 0,732 0,731

*Admitindo distribui¢ie com funcio de densidade linear nos estratos com
limites finitos e distribuicio de Pareto com dois pardmetros no esirate de rendas
mais altas, que ndo ¢ limitado 4 diveita.

bCaleulada de acorde com {32).

TaABELA 4

frndice de Gini ¢ vedunddncia para a distribuicdo da renda entre
empregados do selor de comércio ¢ sevvices, no Brasil, de 1969 q
1974 — dados bdsicos velativos ¢ “Let dos 27137, referentes

a abvil de cada ano

Anos G, Q. Aédia G i R, P i

1969 0,449 0436 0,453 0,454 0384 0421 0,418 0,417
1970 0,470 0,475 0,472 0473 0437 0461 0,436 0,453
1971 0,475 0482 0478 0,479 0,445 0474 0,470 0408
1972 0,487 0,497 0,402 0493 0466 0515 0,312 0,511
1973 0498 G510 0,504 0,506 0,480 0,558 0,538 0,555
1974 0,517 0,537 0,327 0,530 0,321 0,670 0,677 0,676

sVer Tabela 3.
Bibid.
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TaBELA 5

fndice de Gini e redunddncia para a distribuicio de renda entre

empregados na industria, no comércio ¢ no setor de servicos, no

Brasil, de 1969 a 1974 — dados bdsicos velativos & “Lei dos 273,
referentes a abril de cada anco

Anos G, G, Meédia G* R, R, Rhb e

1969 0,430 0,436 0,433 0434 0,367 0401 0398 0,397
1970 0,448 0,434 0,451 0,432 0,411 0,436 0,430 0,426
1971 0,451 0,438 0,454 0,455 0418 0445 0441 0,439
1972 0466 0,475 0470 0471 0,441 0,485 0481 0,480
1973 0,479 0489 0,484 0,48 0,460 0534 0,331 0530
1974 0,518 0,527 0519 0,522 0,522 0,706 0,703 0,703

*Ver Tabela 2.
" Ihid.

Trabalho, ¥ com base em irflormacées coletadas em abril de cada
ano por forca da “Lei dos 2/%".

O estrato de rendas mais altas ndo é limitado 3 direita, e o CDI
manteve seu limite inferior lixado, a partir de 1970, em Cr$ 2.400,00
em moeda corrente. Entdo, devido 3 inflacdo, com o passar dos
anos uma proporcio cada vez maior da populacgio ¢ classificada nessc
estrato. Para a inddstria, em 1970 esse estrato incluia 0,89 dos
empregados, aos quais correspondia 8,69, da renda total, ¢ em 1974
esse estrato incluia 6,09, dos cmpregados, aos quais correspondia
36,2%, da renda total. Isso fuz com que aumente a diferenca G, — G,
mostrando que ¢ cada vez mais importante, no cdlculo das medidas
de concentragio, levar em consideragio a provivel desigualdade den-
tto dos estratos, Notese tambémn que, especialmente nos dltimos
anos, quando wma proporcio relativamente alea da renda total cor-
responde a0 estrato de rendas mais altas, a1 média aritmética entre
R, e R, ¢ significativamente menor que o valor da redundincia cal-
culado de acordo com (32) .

4 Ver Boletim Técnico do CDI, do Centro de Documentacio ¢ Informatica
do Ministério do Trabalho, Até 1971, essa pubiicacdo era denominada Boletim
Téenico do SEPT (Scivico de Tstatistica da Previdéncia e Trabalho, do Minis-
tério do 1rabalho ¢ Previdéncia Social) . 0s dados wutilicados estio nos Boletins
de mos 21, 22, 26 32, 41 e 45.
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