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1 - Introducéo

Na programacio matemdtica tradicional, um problema real ¢ re-
presentado por uma regido de solugdes factivels, usualmente impli-
cita num conjunte de restrigdes, e por uma unica fungio-objetivo,
que traduz um critério de avaliacic das solucdes. Por outro lacio,
apenas raramente decisdes gerenciais sio tomadas com base em um
Gnico critério. Este conflito entre a multiplicidade de critérios nas
decisoes reais e a singularidade criterial na programagio matemi-
tica & sem duvida, um forte entrave & aplicagio desta.

A teoria da decisio e, em especial, a modelagem de preferéncias
sobre critérios multiplos oferecem uma safda para a conciliagio da
rigidez da programaciio matemdtica com a subjetividade e multi
plicidade de critérios que caracterizam as decisoes gerenciais. Alé o
tinal da década de 60, essa saida era predominantemente wma solu-
cdo tedrica.! Em tese, o esquema de solugio para o problema de
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1 Algumas técnicas de cardter pratico ja existiam mesmo antes dos anos 60,
como a hem conhecida Programacio de Metas (Goal Programming), desenvol-
vida por A, Charnes, W. W. Cooper e R. Ferguson, “Optimal Estimation of
Fxecutive Compensation by Linear Programming’’, in-- Management Science,
vol. I, 1.2 2 {janeiro de 1955), pp. 138-51, e uma sugestio dada por C. N. Klahr,
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programacio matcemdtica com  critérios miiltiplos {(PMCM) ¢ bas.
tante simples. Para tanto, agregam-se 0s VArios critérios objetivos em
um unico, de natureza subjetiva, via uma funcio-valor. Assim, a
cada solugio factivel do problema corresponderd um valor numé.
rico para cada um dos critérios, o que especifica o chamado vetor de
“valores criterials”, ou “atributos”, da solucdo. A funcio-valor tra-
duzird entiio esse vetor numeérico em um indice, reduzindo, pois, o
problema multicriterial ao de um tnico critério,

Do ponto de vista tedrico, tal esquema de redugio a um vinico cri-
tério subjetivo nio apresenta nenhum problema sério, uma vez que
¢ possivel demonstrar formalmente a existéncia de uma funcio-
preferéncia para um individuo que tome “decisdes racionais”.? Ade-
mais, essa funcdo-preferéncia em muitos casos ¢ passivel de maximi-
7agao por meio das téenicas usuals da programacio matematicu.
Entretanto, é na execu¢lio dessa idéia que as dificuldades aparecem.
O processo de determinacio de uma funcio-preferéncia sobre alter-
nativas com maltiplos atributos ¢ uma tarefa penocsa e cansativa nio
s6 para o analista mas, também, e principalmente, para o decisor.?

“Multiple Objectives in Mathematical Programming™, in Operations Research,
vol. 6. n2 6 (dezembro de 1938). pp. 849-35. Nio obstante, cssas técnicas exigein
que o decisor estabeleca uma ordem de prioridades absolutas para aplicacio
dos critérios, ou que ele atribua pesos subjetivos fixos para os mesmos. Como
veremos adiante, ambos 05 requisitos sio muito restritivos,

? FEm conformidade com a atnal tendéncia na literatura, neste artigo usanios
o texmo fungdo-valor para denominar qualquer funcio que atribua vm indice
de valor a cada vetor de valores criteriais. Usamos o termao fungdo-preferéncia
como cquivalente a fungdo-utilidade ordinal (termo mais wsual na literatura
de Economia). Assim, os indices de valor de uma funcio-preferéncia indicam
tio-somente a ordem de preferéncia entre vetores criteriais, nio tendo significa-
do o valor numérico da diferenca entre indices de valor de uwma funcio-prefe-
réncia. A expressio “decisdes racionais” & posta cutre aspas porque “racio-
natidade’ tem aqui um sentido muito restrito ¢ definido axiomaticamente, Para
detallies, ver P. C. Fishburn, Utility Theory for Decision Mahking (Nova York;
John Wiley & Sons, Inc., 1970).

3 Ver, por exemplo, D. A, Wherung, D, 8. P. Hopkins e W. F. Massy, Inter
active Preference Optimization at Stanford University  {Stanford, Californiu.
Acadeinic Planning Office, Stanford University, 1976) , Report n.2 76-1, Uma ex-
cecio ¢ o caso de funedes lincares, quando se atribuem “pesos de importincia’
fixos para cada atribute. Todavia, no mais das veres tal tipo de funcio-valor
ndo se constitui sequer cm aproximacio razodvel.
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O segundo inconveniente de se reduzir um problema de critérios
multiplos ao de um unico critérioc por meio de uma fungio-valor
¢ de natureza psicoldgica. Isto porque, uma ver explicitada a fun-
¢o-valor do decisor, cabe ao analista usar algum métode de pro-
gramacio matemdtica para determinar uma solugio que maximize
essa funcio, Desse modo, o decisor nie participa ativamente nessa
fase da busca de uma solugdo “Otima”. Essa marginalizacio na fase
de otimizacio muitas vezes faz com que o decisor nao tenha total
confianca na solugio que lhe ¢ apresentada pelo analista.

A partir do final da década de 60, comegaram a surgir na litera-
tura propostas de métodos interativos para a resolugio de proble-
mas de PMCM. Nesses métodos, ao invés de se estimar uma funcio-
preferéncia para posterior otimizacio, a obten¢io dec informacio
sobre preferéncias do decisor ¢ a busca de uma solugio gue mais
o :atisfaga sdo integradas num sé processo, no qual o decisor interage
com o método sob a forma de um didlogo estruturado. O funcio-
namento desses métodos pode ser visto como uma busca orientada.
Nessa busca, o decisor orienta o método revelando suas preleréncias
locais, € o método, por sua vez, usa essa informagdo para gerar uma
nova solugdo factivel, quigd mais de acordo com suas preferéncias
globais.

A abordagem interativa apresenta nitidas vantagens sobre o pro-
cedimento de decomposi¢io do problema em duas fases: a de levan-
tamento da fungdo-valor e a de sua posterior otimizacio, Entre
essas vantagens, podemos destacar:

a2) nio hd necessidade de se escolher nenhuma forma particular
para representar a fungio-valor;

b) via de regra, a quantidade de informagio sobre preferéncias
do decisor requerida pelos métodos interativos ¢ substancialmente
inferior & necessdria ao levantamento de uma fungio-valor; isso sig-
nifica que os métodos interativos exigem do decisor menos tempo €
esforgo psicoldgico;

¢y a participacio mais direta ¢ ativa na obtengio da solucio
otima inplica mator motivagio para despender seu tempo no psico-
logicamente penoso processo de efetuar julgamentos subjetivos; além
disso, como notamos acima, o envolvimento direto do decisor na
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busca de uma solucio tende a aumentar a confianca do mesnio na
solugiio prescrita pelo modelo;

d) o custo total de computacio com o método interativo pode
ser inferior ao requerido para maximizar uma funciio-valor, pois,
neste ultimo caso, costuma-se efetuar ainda uma analise de sensibi.
lidade da solucdo obtida; e

€) em muitos casos, os métodos interativos sio passiveis de
implementacio em um terminal de computador; quando isto é feiro,
¢ necessdrio apenas que o decisor tenha uma idéia geral do funcio-
namento do terminal ¢ do método para que cle possa usar o pro.
grama sem a intervencio direta do analista de pesquisa operacio.
nal;* isto significa mais confidencialidade e liberdade para o decisor.

O presente artigo tem como objetivo rever e ilustrar um método
interativo de PMCM através de aplicacio 4 selecio de Carteiras. Na
Secio 2, ¢ efetnada uma exposicio, de cardter informal e a nivel
quase que intuitivo, de um dos mais divulgados métodos interativos
de PMCM. A seguir, na Secio 3, ¢ sugerida uma formulacdo multi-
criterial para o modelo de seleciio de Carteiras de Investimento, que
se afigura como uma representacio mais realista ¢ precisa do pro-
blema concreto. Na Segio 4, a titulo de ilustragdo, sic apresentados
alguns detalhes relativos A determinagio da solucdo para uma versio
reduzida do modelo.

2 — O método de Frank-Wolfe interativo

O chamado método de Frank-Wolfe interativo (MFWI}, de largo
uso em PMCM, ¢ uma adaptagio do conhecido algoritmo de Frank-
Wolfe# originalmente desenvolvido para problemas de programacio

] 8 Dryer, "A Time-S8haring Computer Program for the Solution of the
Multiple Criteria Problem™, in Management Science, vol. 19, no 12 (agosto de
[973), pp. 1.379-83.

i M. Frank e I'. Wolfe, “An Algorithm for Quadratic Programming”, in Na.
vai Resenrch Logistics Quarterly, vol. 13, ns 1 ¢ 2 {margo e junho de 1956) ,
pp. 95-110.
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quadrdtica. Essa adaptacio, sugerida por Geoffrion,® baseia-se na
observacio de que o funcionamento de alguns métodos de progra-
maciio matemitica depende, apenas, de informacbes locais sobre a
funciio-objetivo. Assim, para a aplicagio de tais métodos 4 PMCGM,
nio ¢ necessirioc que se tenha a funcio-valor de forma explicita;
basta que o decisor seja capaz de fornecer informagdes locais sobre
suas preferéncias, 2 medida que o método delas nccessite.

Entre as vantagens do MFWI em relagdo a outros métodos inte-
rativos propostos na literatura, destacam-se sua simplicidade de im-
plementagiio, bem como suas propriedades de convergéncia. A apre-
sentacio que se segue tem como objetivo apresentar os rudimentos
do MFWI de uma forma simples e quase intuitiva, através de um
cxemplo hipotético. Para tanto, considere-se a formulacio classica
do problema de selecio de Carteiras, devido a Markowitz. 7 Formal-
mente, ter-se:

It

Max. U7 (Bv,: = i Ei Xi) -Vc

i=1

MDA ¢ Xf)
i=1j=1

sujeita as restri¢des:

i=1

OSXiSL;‘y I‘=I,2,...,‘n

onde U ¢ a fungio-preferéncia do investidor, definida sobre os valo-
res dos critérios E, e V,, respectivamente o retorno esperado da Car-
teira e a variincia desse retorno. Cada varidvel de decisfo X, { =
I, ., M, represenia a proporcio do #-ésimo instrumento na com-
posicdo da Carteira, sendo [; o maiximo estabelecido institucional-
mente. As constantes F; e §; sdo, respectivamente, o valor esperado
¢ o desvio-padrio do retorno, do i-¢simo instrumento, sendo que
ry; denota o coeliciente de correlaciio entre os retornos associados aos
{-ésimo e J-¢simo Instrumentos.

6 A, M. Geoffrion, Fector Maximal Decomposition Programming (Los An-
geles, California; Western Management Science Institute, University of Califor-
nia, 1970), Working Paper n.% 164.

T H. M. Markowitz, “Port{otic Sclection”, in The Jowrnal of Finance, vol. 7,
n.° 1 (marco de 1952), pp. 77-91.
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E claro que se U fosse conhecida de forma explicita, terfamos tio-
somente um problema convencional de programacio nio-linear com
restricdes. ® Para manter a caracteristica de PMCM, ¢ necessirio supor
que U ndo seja funcionalmente explicitada, Vamos, entio, admitir
que, emhora ¢ investidor nio conheca a especificacio de U, sen
comportamento decisério reflete a existéncia de tal funcio . ®

Para nossa apresentacio intuitiva do MFWI vamos inicialmente
supor que, embora desconhecendo a fungio U, por um motivo qual-
quer sabese que ela é linear, isto ¢;

("T (EUJ Vr') =D Ec + Dz I’,c + Pa (1)
onde p,, p, e p, sio constantes nio especificadas,

Como qualquer transformacio mondétona crescente na funcio-ob-
jetivo de um problema de programacio matematica nio altera a sua
solugio otima, podemos simplificar as coisas Fazendo P2 = 0. Sendo
U linear, as curvas de isopreferéncia, isto ¢, as curvas de nivel de
I7, sio retas paralelas. Além disso, como a preferéncia cresce com
o valor de E, ¢ decresce com o de V.. as isopreferéncias de [/ te-
riam o aspecto mostrado no Grafico 1.

Mais uma vez usando o fato de que uma transformagio mone-
tona crescente na fungio-objetivo nio altera a solugio Gtima, pode.
mos reescrever a funcdo-preferéncia na forma:

U(E, Vo =E + 2y, )

Dt
pois, sendo E, um critério do tipe “quanto mais melhor", podemos
afitmar que p: > 0. O significado de P2/t fica, entio, bem claro.

8 Na procedimento proposto por Markowitz, op. cit,, U7 também nio aparece
de forma explicita, pois usz-se o attificio de gerar a chamada fronteira de
eficiéncia, cabendo ao investidor a tarefa de, posteriormente, selecionar z Car-
teira eficiente que mais Ihe convenha. Entrctanto, além de computacionalmente
mais cficiente, o métode que ora descrevemos ¢ facilmente gencralizavel para
mais de dois eritérios. Devido as dificuldades de geracdo c representacdo grafica
de uma fronteira de eficiéncia a mais de duas dimensées, ¢ método de Mar-

kowitz dificilmente poderia ser generalizado para mais de dois critérios.

9 Essa hipdtese ¢ bastante razodvel. uma vez que, em teoria da decisio (cf.
Fishburn, ap. cit) sc demonstra que certos “principios de racionalidade’””, con-
jugados com algumasg condigbes de densidade do espago criterial, sio suficientes
para garantir a existéncia dessa funcio implicita.
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Observe-se que U aumentard de uma unidade, quer aumentemos E.
de uma unidade, quer aumentemos ¥, de p,/p,. No jargio dos eco-
nomistas, p,/p, ¢ a taxa marginal de substitui¢io de ¥, por E,, isto é

oy [ 8l Pe
—_—— - = == 3
av. / 9B " p ®)

Wy g, =

Assim, tudo que precisamos saber no caso de um investidor com
fungio-preferéncia linear ¢ a taxa marginal de substituicio, tambem
conhecida como “taxa subjetiva de troca”™ (subjective trade-off) , de
um critério pelo outro. Entretante, como obter a taxa subjetiva de
troca se nio conhecemos U de forma explicita? Um modo simples
seria o de perguntar ac investidor quantas unidades de reducdo de
V. lhe proporcionariam uma “satisfagdo” exatamente igual a um

Grdfico |
ISOPREFERENCIAS DE UMA
FUNCAO-PREFERENCIA LINEAR

U< Up< Uz< Uq

> F e

Programacio Matemadtica com Critérios Multiplos 119



aumento de wma unidade de E,. Segundo a interpretacio acima, a
resposta seria o valor de PP = Tiwy, po 19

Sumariando, vimos que, para fins de otimizaciio, uma funcio-pre-
leréncia bicriterial linear pode ser posta numa forma tal que um
de seus dois termos seja o proprio valor de um dos Critérios, critério
esse tomado como referéncia, sendo o outro o valor do segundo cri-
tério convertido em unidades do critério de referéncia via taxa sub-
jetiva de troca,

Geometricamente, a maximizacio da preferéncia equivale a deter-
minar o ponto da regido factivel que se encontra sobre a isopreferén-
cia que corta o eixo do critério de referéncia no valor mais alto pos-
sivel. Isso ¢ ilustrado no Grifico 2, onde vemos que nio existe ne-
nhuma isopreferéncia que contenha ao menos um ponto de F (ima-
gem da regido factivel no espaco dos Critérios) € que corte o eixo
de E, num valor superior a E,* 11

E importante observar que a hipétese de linearidade da funcao-
preferéncia teve um papel fundamental na analise acima. Entretanto,
em muitos problemas priticos, a fungio-preferéncia linear nao se
constitul em razodvel aproximacio. Nio ohstante, existern argumen-
tes que levam a crer que as isopreferéncias de um investidor “racio.
nal” tenham a concavidade indicada no Gritico $. 12

Como a fungio-preferéncia ¢ no-lincar, a taxa marginal de subs-
titui¢io nio mais ¢ constante, ndo sendo, pois, possivel usar o tipo
de analise cfetuado para o caso linear. Todavia, comparando-se os
Grificos 2 ¢ 3, podemos notar um importante detalhe, comwm aos
dois casos. Devido & convexidade da regido F, aliada ao fato de que
a; isopreferéncias tém a concavidade indicada, toda a regiio admis-

0 Para outras formas de estitmacio da taxa marginal de substituigio, ver,
por excmplo, A, M. Geollrion, ofr. cit, e A, Fcinberg, An Experimental [nves-
tigation of an Interactive Approach for Multi-Criterion Opiimization with an
Application to Academic Resourcre Allocation (Los Angeles, California: Western
Management Scictice lnstitute, University of California, 1972), Working Paper
n 186,

1 Notese que, face a (2), o valor £.% ¢ numericamente igual ao da fungio-
preferincia do ponto de maximao, f*.

12 Para csses argumentos, consulte, por cxemplo, H, M. Markowitz, Portfolic
Selection: Efficient Diversification of Investments (Nova York: Johin Wiley & Sons,
Inc., 1939), '
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sivel se encontra de um mesmo lado da reta tangente & isoprelerén-
cia que passa pelo ponto de Stimo f*. Como a inclinagio dessa
tangente em relacio aos eixos coordenados ¢ diretamente relacionada
com a taxa subjetiva de troca ne ponto f*, podemos usi-la para
formar, como aproximacaoc linear local, uma funcio-preferéncia do
tipo (2). Maximizando essa funcio-preferéncia, tal como no caso
linear, obterfamos o proprio ponto f*. Mas, como poderfamos saber

Grafico 2

PONTO PREFERIDO SOB UMA
FUNCAO-PREFERENCIA
LINEAR

v
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Grafico 3
PONTO PREFERIDO SOB UMA

FUNCAO-PREFERENCIA
NAO-LINEAR

A T
VC
,-*U2
- ""U3
>E.

a taxa subjetiva de troca no ponto f* se a taxa varia de ponto para
ponto € 0 que queremos ¢ cxatamente encontrar o ponto f*? Bem,
se essa observagio nio nos indica de imediato como encontrar o
ponto f*, ela ao menos nos prové com um meio de identificar se
um ponto qualquer de F ¢ ou nio o ponto f*, De fato, se nos ¢
dada uma solucio qualquer f°, podemos usar o seguinte procedimen-
to para testar se cla ¢ a solugio f* que procuramos: (a) estime a
taxa marginal de substitui¢ac no ponto f%; (b) usando essa taxa,
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construa uma pseudofuncio-preferéncia do tipo (2); (c) maximize
essa funcio: e (d) se essa maximizacio preduzir o ponto f%, entdo
esse ponto ¢ de fato o miximo procurado, isto & f° = f*.

Para chegarmos ao MFWI, que faz uso das idéias acima expostas,
consideremos, inicialmente, o que Boyd 1* chamou de Método de
Aproximacdes Sucessivas, e que pode ser descrito através da seguinte
seqqiiéneia de passos:

Passo | — Escolha uma solucio arbitrdria qualquer para ser o
ponto de operagiio.

Passo 2 — Obtenha do investidor uma estimativa da taxa subjetiva
de troca no ponto de operacio.

Passo 3 — Construa uma pseudofungio-preferéncia linear do tipo
dado por (2).

Passo 4 — Otimize a pseudofuncie-preferéncia, observando-se as
resirighes do modelo. No caso do nosso exemplo, isso seria feito atra-
vés de um algoritmo de programacio quadritica, pois que a pseudo-
fungio-preferéncia é funcio do quadrade das variaveis de decisdo,
X, X, ....X.

Passo 3 — Se a solugdo otima do Passo 4 for o proprio ponto deo
operaciio, pare; o ponto de operacio ¢ o mais preferido. Caso con-
lririo, tome essa solucdo Otima como o nove ponto de operacio ¢
volte para o Passo 2.

A pergunta que imediatamente surge ¢ se o algoritmo acima de-
finido converge; isto é, se ele realmente produz sempre a solugio

preferida. Infelizmente, a resposta nem sempre ¢ afirmativa. O Gra-
fico 4 ilustra um caso de nio convergéncia.

Partindo do ponto f?, obteve-se a taxa marginal de substituicio
local, que determina a inclinacio da isopreferéncia que passa por
f. As isopreferéncias da pseudofungio-preferéncia associada a essa
taxa sdo representadas pela familia de retas paralelas 4 reta 1. A
maximiza¢io dessa pseudofuncio-preferéncia produz o ponto f?,
cuja otimalidade é caracterizada pelo fato de que a pseudo-isopre-
feréncia representada pela reta I é tangente i regiio admissivel F.

14 D, W. Bovd, 4 Methodology for Analysing Decision Problems Involving

Complex Assessments (Menlo Park, California: Decision Analysis Group, Stan-
ford Research Institute, 1970).
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Grdfico 4
CASO DE NAO-CONVERGENCIA

Como f7 =£ f°, {1 passa a ser o novo ponto de operacio, como pres-
crito no Passo 5. Repetindo-se o ciclo para o ponto f!, obtém-se, como
indicado no Grifico 4, o ponto inicial {2, que voltard a ser o ponto
de operaciio. Desse modo, o algoritmo ficard sempre oscilando entre
os ponttos {7 e f!, sem jamais alcangar a soluciio preferida f*.

Para evitar a possibilidade acima descrita, ¢ suficiente que se as-
segure que cada solucio obtida seja meclhor que a anterior, o que
pode ser conseguido através do que em programacio matemdtica
sc denomina relaxamento. A idéia bésica é dar um passo menor
do que o indicado pela otimizacio da pscudofuncio-preferéncia, de
modo a gatrantir que, se o ponto de operaciao niac for otimo, um
ponto melhor serit obtido, No grifico 4, se ligarmos os pontos 7 e
1, vemos que, apesar de f! situar-se numa isopreferéncia mais haixa
do que a que passa por f?, teremos pontos no segmento de reta
f" — [" que serdo superiores u §°, pois que essc segmento corta duas
vezes a isopreferéncia que passa por fo. Essa ohservacio, feita sobre
0 caso particular do Grafico 4, ¢ conseqiiéncia do fato de que a regiiio
F ¢ convexa e de que a concavidade das isopreferéncias esteja vol-
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tada no sentido do crescimento da preferéncia. Dadas essas duas
premissas, pode-se demonstrar gue, a menos gue o ponto f° seju o
otimoe (o que seria forcosamente revelado no Passo 5, obtendo-:e
f* = f%, existem pontos no segmento f* -- f' quc slo superiores
a fo.u

Fundamentando-se no acima observado, o método de Frank e
Wolfe prescreve wma busca ao longo do segmento f¢ — f!, visando
a localizar o ponto de maior preferéncia dentro deste segraento.
Entretanto, em nosso caso, como efetuar essa busca, se nfio conhe-
cemos explicitamente a fungio-preferéncia? Geoffrion ¢ Feinberg
fazem virias sugestes.!® A experiéncia indica que um modo facil
e satisfatorio ¢ apresentar os pares de valores eriteriais associados
a pontos regularmente espagados no intervale f* — 2 cabendo ao
decisor cscolher o ponto que mais lhe apgrade.'®

O fato de o método de Frank e Wolfe garantir que cada solugio
gerada seja melhor do que a anterior nido hasta. As melhoras su-
cessivas podem torpar-se cada vez menores, de modo que a conver-
géncia do método figue assintdtica, isto é, embora as solugdes suces-
sivas se aproximen indelinidamente do otimo, este jamais ¢ atin-
gido, Entretanto, na priatica, esse problema nio se apresenta, pois
que, devido as imprecisdes do julgamento subjetivo, torna-se inmpro-
dutivo prosseguir com o método quando as melhoras ficam muito
pequenas.? Usualmente, o numero de iteragdes até o término do

meétodo ¢ inferior a seis,

14 Ag premissas aqui apontadas sio suficientes para demonstrar o nosso argu-
mento, mas nio sdo realmente necessarias, pois existem outras condigdes que
garantem o mesmo resultado, Para essas e outras condicdes, ver A. M. Geolfrion,
J. S. Dyer ¢ A, Feinberg, “An Interactive Approach for Multi-Criterion Optimi-
zation, with an Application to the Operation of an Academic Department”,
in Management Science, vol. 19, n® 4 (dezembro de 1972) . pp. 357-68.

13 A, M. Geoffrion, op. ¢it,, ¢ A. Feinberg, op. cit.

16 Ver A, Feinberg, op. cif., e J. Wallenius, Interactive Multiple Criteria De-
cisien Methods: An Invesiigation and an Approach, tese de doutorado (Helsink:
The Helsink School of Economics, F975) .

17 L. ]J. Lustosu, A Simulated Decisicn Maoker for Testing Multi-Critevion
Mathematical Programiing Methods, tese de doutorado (Stanford, California:
Stanford Universicy, 1978) .
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3 — Uma formulacio multicriterial do problema
de determinacio de Carteiras para
fundos mituos

Buscando tirar proveito da tlexibilidade ensejada pela adogio da
técnica de PMCM, a formulacio que ora iremos SUGETIT para o pro-
blema de sclecio de Carteiras de investimentos para um Fundo Mu.
tuo resulta de uma mescla dos modelos respectivamente  desenvol-
vidos por Lee e Lerro1® ¢ por Stone.!* Como se fard evidente, a
combinagdo resultante nio s6 afigurase como mais representativa
do que cada um desses dois modelos isoladamente, como permitird
solugdes que melhor refletem as preferéncias do analista.

3.1 -~ Fundamentos: os primeiros trés momentos da
distribui¢do de retorno da Carteira

Considerando-se ¢ caso de n distintos instrumentos de investimento,
seja R, a varidvel aleatéria que representa o retorno assocciado ao
t<€simo instrumento. Entdo, como originalmente sugerido por Mar-
kowitz * e adotando-se o modelo de um dnico indice, designado por
7 ¢ que ¢ um indicador do comportamente do mercado como um
todo, suponha-se seja vilida a seguinte especificacio:2!

Ri=A+B I+ , i=1 ..., n (4)

18 5. M. Leec e A, J. Lerro. “Optimizing the Portfolic Selection for Mutual
Funds™, in The Journal of Finance, vol. 28, n? 5 {(dezembro de 1973), pp.
1.087-101.

1 B. K. Stone. "A Linear Programming Formulation of the General Port-
[vlio Selection I'loblem™, in Jowrnal of Firanciel end Quantitative Analysis, vol,
3, .2 4 (sctembro de 1973), pp. 621-36.

20 H. M. Markowitz, Portfolio Selection . ., ep. eit., pp. 96-101,

21 T interessante notar que, na literatura, face i popularidade do que foi
apresentado em W, F, Shurpe, “A Simplified Model for Portfolio Analysis”,
in Management Science, vol. %, n? 2 (janciro de 1968) , pp. 277-93, a especifi-
cagio expressa por (4) ¢ denominada de modelo de Sharpe, chamando-se de
modelo Markowitz aguele onde as covaridncias entre os vetornos sio estimadas
diretamenze. Por exemplo, ver G. M. Frankfuiter, H. E. Phillips ¢ J. P. Seagle,

126 Pesg. Plan, Econ, 9(1) abr. 1979



onde 4; e B; sdo constantes estimadas pela regressio linear, e g,
interpretada como a variagiio intrinseca do {-ésimo instrumento, ¢é
tomada como uma perturbacio aleatéria com média nula, varidncia
Ve tal que cov {g;, 1) == cov (&, ) =0, 15 7.

Denotando-se por X; a fracio do total de recursos que ¢ investida
no i-¢simo instrumento, decorre que o retorno da Carteira de inves
timentos asstm formada serd:

Bo= Y RY, X A X+BJI+ T &X, (5)
i=1 =1 =1
onde

B.— T BX, (©)

tem a conotacgio de resposta do retorno da Carteira a variagoes do
mercado como um todo.

Tendo em vista as hiporeses, seguc-se, entdo, que os dois pri-
meiros momentos da distribuicko do retorno da Carteira, média ¢
varifncia, serdo respectivamente iguais a:

E =F[Rl= % A X +BEl @

i=1

Vc = ’72 [}?(] = )

1

V,X?+ (B, o (1] (8)

N o E

1

Nos modelos clissicos de scle¢io de Carteiras, como os de Mar-

0

kowitz, Tobin e os devidos a Sharpe,®® somente esses dois primeiros

“Performance of the Sharpe Portfolio Sclection Model: A Comparison™, in
fournal of Financial and Quantitative Anelysis, vol. 11, n.® 2 (junho de 1976},
pp. 195-204, onde é efetuada wimna comparagio entre os desempenhos dos dois
inodelos,

22 H. M. Markowitz, “Portfolio Sclection”, cp. «it, ¢ Portfolio Seleciion .. .,
op. cit.; T, Tobin, “Liquidity Preference as Behavior Towards Risk”, in The
Review of Evenomic Studies, vol. 25, n® 67 (fevereiro de 1958), pp. 65-87;
w. I. Sharpe. op. cit, e, do mesmo autor, “A Lincar Programming Algorithm
for Mutval Fund Portfolio Selection”, in AManagement Science, vol. 18, no 7
(marco de 1967y, pp. 499-510, e “A Lincar Programming, Approximation for
the General Portfolio Analysis Problem™. in Jowrnal of Financial and Quan-

titative Analysis, vol. 6. n. 5 (dezembro de 1971y, pp. 1.263-75,
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momentos i¢m sido levados em conta. Entretanto, tal enfoque é
bastante resiritivo, pois que implica admitirse que ou os investi-
dores tenham funcdes-utilidade 2 quadratica, ou a distribuicio do
retorno dua Carteira dependa de apenas dois parAmetros. Moder-
namente, [uce a essas limitagdes, alguns autores, tais como Jean
¢ Ardicti,* tém sugerido que caracteristicas adicionais da distribui-
cio da Carteira sejam twmbém consideradas. Especificamente, como
na versio mais geral do modclo de Stone® recomendase que sejs
mcluido na andlise o chuwmado cocficiente de assimetria, que ¢ dire-
tamente proporcional ao terceiro momento central da distribuicio. 26
Tal inclusio ¢ justificada pelo fato de gue, para dados niveis de
média ¢ de varidnca, os investidores preleriviam as Carteiras cujas
distribuigdes [ossem assimétricas & direita (terceiro momento cen.
tral positivo).

Para incorporagio do terceiro momento ¢m nosso modelo, supo-
nhamos adicionalmente que as perturbacbes aleaidrias reflitam as
assimetrias intrinsecas das respectivas distribui¢des do retorno de
cada instrumento de investimento, com 87 — £ [§] para i — [,
2, ..., n, enguanto quc a assimetria associada ao mercado como
um todo seja dada por:

St =B(I— B = EUP— B [1) - 8E (1] o 1] )

Conseqitentemente, para a Carteira, teremos i seguinte expressio
para o terceiro momento:

S=ER B = ¥ SIX[+ (B8 (10)
i=1

23 Aqui nos referimos as {ungdes-utilidade ditas bernoullianas ou de Von
Nemnann-Morgenstern, que t(ém cardter cardinal e que se aplicam a  decisoes
que envolvem risco.

23 W, H. Jean. "More on Multidimensional Portfolio Analvsis™. in Jowrnal of
Financial and Quantitative Analysis, vol. 8, n? 3 (junho de 1973), pp. 475-60.
e F. D. Arditti. “Risk and the Required Return on Equity”, in The Journal
of Finance, vol. 22, n® ! {margo de 1967, pp. 19-36.

23 B, K, Stone. of. cit.

26 Para um cstudo anaiilico da influénciz do terceiro momento na deter-
minaciio de Carteiras eficientes. bem como para uma cxplicatio tedrica para
uma controvérsia de cardter empirico, ver F. D. Ardiui ¢ H. Levy., “Portfolio
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3.2 — Estrutura do modelo

Seguindo Geoffrion e outros, ¥ a formulagio multicriterial que ado-
taremos para o problema de selegdo de uma Carteira de investi-
mentos para um fundo mituo terd a scguinte forma geral:

maz. UL (0,1 @) s @), 1, @) 5o @), Js @), 2 € x

onde f,, ..., f; denotam distintas funcdes criteriais do vetor de de-
cisiio r, y € o conjunto de decisdes lactiveis e U representa a fun-
cio-preferéncia do decisor. Para que o método MFWI possa ser usa-
do, dado que as funcbes criteriais que iremos considerar sio todas
cOncavas, Iremos supor (ue, ac MENos no trecho relevante, U seja
crescente e concava 28

Os critérios considerados séo:

a) Rentabilidade

Do mesmo modo que nos modelos classicos, o primeiro critério
serd a tungdo linear seguinte, que contribui positivamente para U:

Lm=iAJﬁ(i&X E (1] (1

i=1
by Risco (volatilidade)

Como nos modelos de Stone e de Lee e Lerro,®® iremos supor que
a componente risco, como medida pela variincia e que contribui
negativamente para U, seja avaliada pelo tomador de decisdes em

Efficiency Analysis in Three Moments: The Multiperiod Case™, in The Journal
of Finance, vol. 30, n.0 3 (junho de 1975), pp. 797-807, assim como M. Granito
e P, Walsh, “Portfolio Efficiency Analysis in Three Moments — The Multiperiod
Cuse: Comment”, in The Journal of Finance, vol. 33, n® 1| (marco de 1978},
pp. 345-48.

27 A. M, Geoffrion, J. S. Dyer ¢ A. Feinberg, op. cil.

28 Para o ¢aso em que somente os trés primeiros inomentos da distribuicio
du retorno sejam relevantes, ¢ que implica uma fungio-utilidade ctibica, a jus-
tificativa da validade tedrica de tal suposigio é encontrada em H. Levy, “A
Utilicy Function Depending on the First Three Moments™, in The Journal of
Fingnce, vol. 24, n? 4 (sctembro de 1969), pp. 715-19. A necessidade dessas
suposicbes foi mencionada na Segiio 2.

20 B. K. Stone, op. cil, ¢ 5. M. Lee ¢ A, J. Lerve, op. cit.
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dois distinwos niveis. Isto &, distinguiremos entre a parte da variacio
que ¢ atribuivel ao mercado como um todo, como medida por seu
desvio-padrio, e a chamada variagio intrinseca, respectivamente re-
preseniadas pelos dois seguintes critérios:

i@ = (£ Bx) el (12)

@ =% VXt

i=1
c) Assimetria
Similarmente ao caso da componente risco, e seguindo Stone,30
admitiremos que a assimetria, como refletida pelo terceiro momento
central da distribuicio do retorno da Carteira e que contribui posi-
tivamente para U, também seja percebida pelo tomador de decisdes
sob duas oticas distintas. Sch a primeira, teremos a parte da assime-
tria associada ao mercado c¢omo um todo, e que serd considerada
pela sua raiz cibica, de tal [orma que:

Ji (2 = (z B/ X,) 8, (13)

i=1i

Sob a segunda, teremos a parte da assimetria considerada como

inerente aos Instrumentos de investimento, Entretanto, para que se

assegurc a concavidade da correspondente funcio criterial, e visto

que estamos tratando do caso de fundos miituos, iremos adotar a
aproximacio sugerida por Stone, o que implica que se tenha:

ki
o3 149
=X 8 M X, (14)
i={
onde M, por imposicio legal, ¢ a maxima proporcao em que o {-€si-
mo instrumento (i = 1, ..., n) pode entrar na composicio de uma
Carteira.

d) Renda corrente

Finalmente, como ultimo argumento de U, e com contribuigio
positiva, iremos considerar a funcito criterial gue reflete os divi-

30 B. K. Stone, op. cit.
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dendos gerados pela Carteira. Isto ¢, como na formulagio de Lec e
Lerro,3! teremos:

ki3
) = a A
felz) = X DX, (15)
Q=1
onde D) ¢ estimado como uma fungio dos dividendos distribuidos
pelo fésimo instrumento; § = 71, ..., n.
e) Restrigdes
Para concluir a caracterizagio da estrutura do modelo, resta tio-
somente especificar o conjunto y de decisdes factiveis, Lan¢ando mio
do apresentado em De Faro e Teixeira,3” as restrigdes que devem
ser obedecidas sdo:

T X, =1 (16)
=1

X, €005 , (eK, (17
T X, <040 (18)

Je Ky
X, <005 (19

1eLj
X;Z2 0 i=1,...,n (20

onde K, designa o conjunto dos instrumentos de investimentos sob
forma de agio ou debénture conversivel, K; € o conjunto de instru-
mentos representados por titulos de renda fixa e 7 simboliza o
conjunto dos diferentes tipos de ac¢des de uma mesma empresa j.

Assim, as restrigdes representam as seguintes exigéncias: (16) —
a totalidade do fundo deverd ser investida; (17) — limite de inves
timento em insttumentos do conjunto K, de instrumentos de renda
varidvel (agdes); (18) — limite no total investido em instrumentos
de conjunto K, de titulos de renda fixa; (19) — limite de investi-
mento total em titulos de wma mesma empresa j; (20) — ndo se
pode investir quantidades negativas (isto ¢, nio se admite vendas
a descoberto} .

31 5. M, Lee e A. ]. Lerro, op, cft.

32 Clovis de Faro ¢ J. P. Teixcira, “Determinaciio de Carteiras para Fundos
Mutuos: Aplicagio de um Modelo de Programagio de Metas', in Revista Bra-
sileira de Mercado de Capitais, vol. 3, n® 7 (jansiro de 1977), pp. 5-29,
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4 — Implementacdo: um exemplo numeérico

Para exemplificar a aplicagio do método interativo na selecio de
Carteiras, utilizaremos uma versio simplificada do modelo descrito
na Secdo §. As funcgdes criteriais adotadas sio:

a)  Renda a longo prazo esperada
Lo=f@ =% A~ D+BEIDX, (2
i=1

Esse critério se refere a rentabilidade esperada da Carteira no lon-
go prazo. Numericamente, L, é calculado subtraindo-se da rentahbi-
lidade total esperada, f, (), a renda corrente esperada, f, (&),
obtendo-se uma funcio linear em z.

b)Y Renda corrente esperada

iR

Co=10) = 2 DX, (22)
1

7

Esse critério corresponde ao retorno provenicnte de receitas cor-
rentes, tats como dividendos em dinheiro, juros, ganhos de capital
realiziveis no curto prazo, etc. Nos dados aqui utilizados, as tnicas
fontes de renda corrente sio dividendos em dinheiro e juros. C
¢ linear em g.

i
¢y Volatilidade devida ao mercado

- 7
D, =j 0y =0ill] T B: X, (23)
i=1
Nesse critério esta representada a parte da volatilidade do retorno
da Carteira que ¢ “explicada”™ pela volatilidade do mercado como
um todo. A fungio f, (2} ¢ linear em g e representa a volatiiidade
em forma de desvio-padrio.

Ay Folutilidede intvinseca da Carteira

%]

]

Ve=fs (@ = ﬁ vV Xf (24)
1= Iy
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Esse critério representa a parte da volatilidade do retorno que
nio pode ser explicada como conseqiiéncia da volatilidade do mer-
cado como um todo. Em contraste com D, que ¢ representado em
[orma de desvio-padrio, V., é representado em forma de varidncia,

Os critérios que no modelo geral da Scgio 3 representam a assi-
metria da distribuicio do retorno da Cartcira ndo sio usados no
presente excniplo. Em lugar deles, consideraremos que a distribuicio
do indice geral do mercado 7, bem como a distribui¢io do retorno
de cada instrumento de investimento, sio simétricas. Essa simplifi-
cagio torna o nosso exemplo mais claro e, afora dificuldades nio
intrinsecas ao método, a inclusio desses critérios de assimetria seria
trivial,

Quanto as restricdes, visando a facilitar os calculos, eliminaram-se
as restrigdes do tipo (19) do modelo completo da Se¢io 3, e consi-
derou-se um unico titulo de renda fixa. Na pratica, essa simplifica-
¢io ocorre sempre que no conjunto de instrumentos elegiveis para
a Carteira existe apenas um tipo de titulo para cada firma e apenas
um tipo de titulo de renda fixa. Portanto, as restrigdes consideradas
sd0:

i
Y X, =1 (25)
i=1
X, <005 , v=1,...,n—1 (26)
X, <040 (27
X:EO ¥ 1.:1....,?1 (?8)

.

onde o titulo de renda fixa ¢ suposto come o n-ésimo instrumento.

Os parimetros que completam a defini¢io do exemplo foram obti-
dos do trahalho de Teixeira® (publicados parcialmente por De Fa-
ro e Teixeira)3* e se encontram reproduzidos em forma adequada
na Tabela 1.

33 J. P. Tcixeira, Selegdo de Carteiras de Agdes para wm Fundo Mitue: Com-
paraces entre o Modelo de Programagdo de Metas, o Modelo de Sharpe e Re-
sultados Reais Relativos a 1975, tese de mestrado (Rio de Janeiro: Pontificia
Universidade Catélica, 1976) .

34 Clovis de Faro e J. P. Teixeira, op. cil.
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TABELA 1

Valores numéricos dos pardmetros no exemplo ?

(7 Aob B, D, Vi
1(1 0,174 0,530 0,145 0,0113
2 (2 0,274 0,738 0,087 (,0053
308 0,024 0,567 0,041 0,0260
1(4 0,156 0,492 0,101 0,0332
5 (3 0,625 0,916 0,017 0,0148
6 {6 0,461 0,533 0,125 0,0154
7(7) 0,145 1,011 0,017 0,0071
80w 0,299 0,755 0,058 0,0042
9 (10 0,058 0,803 0,192 0,0424
10 (11) 0,416 0,545 0,068 0,0076
1L (12) 0,226 1,115 0,047 0,0131
12 (14) - 0,040 0,596 0,062 0,0152
13 (15) 0,642 0,981 0,070 0,0279
14 (18) 0,203 0,969 0,048 0,0090
15 (17) 0,056 0,388 0,000 00153
16 (18) 0,238 0,740 0,045 64,0050
17 (20) 0,397 0,966 0,024 £,0150
18 (22) 0,148 0,654 0,083 0, 0082
19 (23) 0,416 0,701 0,101 0,0266
20 (24) 0,083 0,550 0,071 0,0004
21 (25) 1,448 0,726 0,221 06,0192
22 (26) 0,142 1,223 0,003 0,0190
23 (27) 0,405 1,095 0,025 0,0083
24 (28) 0,651 0,827 0,014 0,0144
25 (207 0,323 0,540 0,061 80,0102
26 (30) 0,000 . 0,015 0,207 0,0002

E ] = 0038, oljl = 0,119

* Aduptados de J. P, Teixeira, op. ¢il.; By = B, V; = V;, D; = D,S* e
Ap- D= G- - IS5

* O indiee j identifica os Instrumentos listades na Tabels 1 cm Clovis de Fare
e J. P, Toixelrs, op. cif.
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4.1 — Obtencio da informaciio subjetiva

Como visto na Secdo 2, dois sdio os tipos de informagdes subjetivas
usadas pelo mérodo FWI

a) taxas subjetivas de troca;

by ponto de maior preferéncia num segmento de reta no espago
dos critérios.

Os métodos aqui empregados para obtencdo dessas informagdoes
foram usados com sucesso em outras aplicacdes do método FWI 2

Sem entrar em detalbes, apresentamos abaixo os principios do

funcionamento desses métodos.

ay Taxas subjetivas de troca

Suponhamos que se deseja estimar a taxa subjetiva de troca de
wm critério qualquer, f;, por wm outro critério, f,, escolhido como
o de referéncia, num dado ponto f Para simplificar, vamos admitir
que esscs dois critérios sio desejaveis, isto €, do tipe “quanto mais
melhor”. Essa suposi¢iio nio ¢ muito limitante, pois, s¢ um ou mais
critérios for indesejavel, o negativo dele serd desejavel. A situagio
pode ser visualizada através do Grifico 5.

No Gralico 5, estio representadas a isopreferéncia que passa pelo
ponto f (identificado apenas por suas componentes fi e f, no plano
dos dois critérios cm questio) e a reta T, tangente a essa isopre-
feréncia no ponto f. A partir da definigio, ¢ ficil ver que a taxa
subjetiva de troca de f; por f, no ponuto f' ¢ dada pelo negativo da
tangente do 4ngulo que a reta T faz com o eixo de f, Como, na
pritica, ndo dispomos da isopreferéncia de modo explicito, uma
aproximacio desse valor terd que ser obtida através de informacdes
fornecidas pelo decisor. Um modo de obter essa aproximagio ¢
descrito a seguir:

a) apresentase ac decisor a alternativa (isto ¢, os valores cri-
teriais, numericamente, ou alguma outra representagio desses valo-

res) correspondente ao ponto de referéncia Tom (oo fir o b )

33 Ver, por cxemplo, A. Feinborg, of. cit,, J. S. Dycr, op. cit, ¢ J. Wallenius,
op. cit,
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Grdfico 5

DETERMINACAO DA TAXA
SUBJETIVA DE TROCA

¢ A

r

b) acrescenta-se ao valor f, do critério de referéncia um pequeno

valor positivo Af,, isto &, criase o ponto (....f, ... f. + Af, ..
obviamente mais desejavel que f;

c) através de um questionamento adeguado, determina-se uma
perturbaciio compensatoria Af, > 0 tal quc o decisor se mostre
completamente indiferente entre as alternativas representadas pelo
ponto de referéncia (..., f, ..., frr -..) cpeloponto (..., f —
— Dfo oo fr A O )

dy a razio Af,/Af, é o negativo da tangente do dngulo que a
reta secante, S, gue passa pelo ponto f, faz com o eixo f; para pe-
quenos valores de Af, essa razio é uma hoa aproximacio da taxa
subjetiva de troca que buscamos.

A julgar pelo Grifico 5, parece evidente que guanto menor for a
perturbacio Af,, melhor serd a aproximacdo. Entretanto, isso nio
s¢ da. Perturbagbes muito pequenas podem deixar de ter significado
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subjetivo para o decisor e, por isso, invalidar a avaliacio de indi-
ferenca subjetiva essencial ao método. Felizmente, alguns estudos
indicam que os erros de aproximacio inerentes & informacgio sub-
jetiva estimada ndo constituem um problema muito sério para o
funcionamento do método FWI.3¢

by Ponto de maior preferéncia ao longo de um segmento de rela
no espago dos critérios

A busca de um ponto de maior preferéncia ao longo do segmento
de rcta que, no espago dos critérios, liga o ponto de operacdo ao
ponto obtide pela maximizacio da pseudofuncio-preferéncia nio
{oi feita como sugerido na Secio 2. Devido a complexidade dos cri-
térios do problema, essa busca fol feita de modo pouco estruturado,
seguindo aproximadamente uma estratégia de busca bindria.

E claro que no presente exemplo seria demasiado esperar que o
decisor fosse capaz de avaliar alternativas de composicoes de Car-
teiras usando para isso apenas nimeros que representam os valores
criteriais. Para auxilid-lo nas suas avaliagdes, foram usados gréficos
de fungdes de distribuigio normais, com parimetros correspondentes
aos valores criteriais,

4.2 — Resumo da resolugio do exemplo

Arbitramos um peso inicial para cada critério. Multiplicando cada
funcio criterial por seu peso, e somando, obtivemos a pseudofuncio-
preferéncia  (uma fungio quadrdtica) a ser maximizada, Maximi-
zando essa fungfo, sujeita &s restricoes do modelo,*¥ obtivemos um

86 Ver A, Feinberg, op. cit,, J. 8. Dver, “The Effects of Errors in the Estima-
tion of the Gradicni of the Frank-Wolfe Algorithin, with Implications for In-
leractive  Programming™, in Oferations Research, vol. 22, n® 1 {janeiro de
1974), pp. 160-74, e L. J. Lustosa, op. cit.

37 Para tanto. langou-se mio do algoritmo de J. V. Jucker ¢ Clovis de Faro,
“A Simple Algorithm for Stene'’s Version of the Portfolio Selection Problem’,
in Jowrnal of Financial and Quantitative Analysis, vol, 10, n? 5 (dezembro de
1975) . pp. 839-70, tal omo apresentade ¢n Clovis de Faro e J. V. Jucker,
“Um Proccdimento Simples ¢ Exato para uma Formulagio Especial do Problema
de Selecie de Carteiras”, in Revisla Brasileira de Mercado de Capitais, vol. 1,
e 2 (maio de 1975y, pp. 301-27.

Programacio Malematice com Critérios Milltiplos 187



porto que, na auséncia de ocutra solucio, passou a ser o ponto de
operacio, Usando a téenica acima descrita, obtivemos do decisor
uma estimativa das taxas subjetivas de troca d= cada critério pelo
primeiro (L.}, Usando essas taxas como pesos, formamos uma nova
pseudofuncio-preferéncia, cuja maximizacio, sujeita as restrigdes do
malelo, forneceu-nos um novo ponto, que denominamos ft. Visando
a identificar um ponto mais preferido que o ponto de operacio, f¢,
procedemos a uma busca no segmento de reta que, no espaco dos
critérios, liga f° ao ponto f1, produzido pela altima otimizacio. Essa
busca indicou o ponto ff como o mais preferido pelo decisor, O pon-
to f* passou, €ntdo, a ser o novo ponto de operagio. De novo ques-
tionamos o decisor com vistas a cstimar as taxas subjetivas de
troca no ponto f'. As taxas obtidas se mostraram bastante semelhan-
tes ds anteriores, indicando uma aparente convergéncia. Usando essas
novas taxas como pesos, formamos uma nova pscudofungio-prefe-
réncia, cuja maximizagio produziu o proprio ponto f!, o que ca-
racteriza o término do algoritmo.

A Tabela 2 resume o desenvolvimento do método na resoiucio
do exemplo.

A convergénceia para a solugio final nesse exemplo fot extrema-
mente rapida. Pela Tabela 2, vemos que a diferenca entre a Carteira
com pesos arbitrarios (correspondente ao 1.0 ponto de operacin)
e a Cartcira mais preferida pelo decisor {correspondente aop 2.9 pon-
to de operagio) ¢ somente a substituiciio do instrumento n. 11
pelo n? 18. Do ponto dc vista dos valores criteriais, obtivemos a
partir dos pesos arbitrdrios os valores:

Renda a longo prazo esperada  : 89,169, ao ano
Renda corrente esperada ;o 9,219, ao ano
Volatilidade devida ao mercado @ 29,9 7%, a0 anc (desvio-padrio)

Volatilidade intrinseca da
Carteira ¢ 0,009 ao ano (desvio-padrio)

Para a Carteira mais preferida, esscs atributos sio, respectivamen-

te, 38,68, 9,36, 294 e 0,03. Vemos assim que apesar dec as duas
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Carteiras possuirem atributos muito semelhantes o decisor preferin
aquela que oferece um pouco menos de renda a longo prazo esperada
€ uma renda corrente esperada ligeiramente superior, além de uma
velatilidade devida zo mercado e uma volatilidade intrinseca muito
ligeiramente inferior.

O pequeno namero de instrumentos de investimento considerados
certamente contribuiu para a rapidez da convergéncia, mas resulta-
dos experimentais * indicam que o niumero de interacdes d*ficil-
mente excederd a seis.

5 — Conclusoes

A utilizagio de métodos interativos para a solugio do problema de
selecio de Carteiras de investimentos apresenta nitidas vantagens
sobre as abordagens tradicionais.

A primeira vantagem, também oferecida pcla técnica de Progra-
magio de Metas, ¢ a de flexibilidade de modelagem, permitindo a
consideragio simultinea de mais de dois critérios de seleciio. Assim,
além dos tradicionals valor esperado e varidncia do retorno, é ficil
expandir o conjunto de critérios para incluir outros aspectos, tais
como a renda a curto prazo, medidas de assimetria, além de uma
desagregacio das fontes de volatilidade do retorno.

A segunda vantagem ¢ a oportunidade de participagio ativa e
direta que o método proporciona ao decisor. Uma participacio mais
efetiva ira propiciar ao decisor um maior entendimento do proble.
ma que se lhe apresenta. Sendo a esséncia desse problema um com-
plexo balancecamento de objetivos imediatos apenas parcialmente
concilidavels dentro das possibilidades reats, um maior entendirnento
dos trade-offs envolvidos na decisio ird, certamente, se traduzir em
decisdes mais de acordo com os objetivos globais do decisor.

Uma terceira vantagem ¢é a eficiéncia com que o método usa o
esforco computacional e, principalmente, o esforco psicoldgico que
a solugio do problema, por sua propria natureza, requer.

38 L. ]. Lustosa, op. cit.
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A maior dificuldade na implementacio do método ¢, sem divida,
a obtengio da informacio subjetiva. A tradugdo de granderzas csta-
tisticas tdo precisas e abstratas quanto media, desvio-padiio e ter
cciro momento central de rendas sujeitas a variagdes aleatdrias, em
cONCeitos menos precisos e mais reais para o investidor {tuls como
rentahilidade, visco, competitividade, ete)), é um desalio para o ana-
lista de Pesquisa Operacional.

Assim, os métodos interativos como o aqui apresentado, junta-
mente com o estudo do comportamente decisorio real do investidor
institucional, constituem um campo promissor para pesquisadores
gue buscam ligar a teoria & prdtica, o normativo ao comportacional,
coisas ainda bem separadas na drea de selecio de Carteiras,
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