A aplicabi]idade do critério da taxa
interna de retorno

CLGvis DE FArRO *
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1 — Introdugao

Seja o projeto de investimento caracterizado pela seguinte seqiiéncia

finita de ntmeros reais (chamados de fluxos de caixa liquidos):

§8, Qry o ovy Qu a

comS>O,Qn#O,eaomenosquj>O,j—_—l, R
Sendo i = 0 uma certa taxa de juros periédica, a func¢io valor

atual associada ao jprojeto em pauta ¢ definida pela relagio:

Vi) =—8+ % QU+’ b

ji=1

Por outro lado, tomando-se i como incdgnita em (2), a taxa in-
terna de retorno do projeto em aprego ¢ definida como a solugio

da equacio:
—S+_i1 Q,U+0=0 3)
P
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Ou seja, a taxa interna de retorno, que designaremos por ¥, é
a taxa de juros que anula a funcio valor atual, isto ¢, devemos
ter V' (i*) = 0.

Uma vez fornecido, exogenamente, o valor de certa taxa tomada
para comparagio, seja ela 7, o chamado critério da taxa interna
de retorno prescreve que o projeto seja considerado como econo-
micamente interessante se i* > 7. Ora, decorre entio que, para que
a aplicagiio dessa regra faca sentido, nio ¢ ¢ necessirio que exista
uma solugio de (3) no intervalo considerado, como que tal solucio
seja unica. Ainda mais, para que o resultado da avaliagio econé-
mica assim obtido seja consistente com o derivado via aplicagio
do denominado método do valor atual, € necessdrio que se tenha,
no caso de aceitacio, ¥ (rj > 0.

Para os casos em que a seqiiéneia de fluxos de caixa apresente
uma ou duas variacdes de sinal, podese garantir a priori que,!
desde que ¥ (0) > 0 (isto ¢, desde que a soma algébrica dos fluxos
de caixa seja positiva), cxistird exatamente uma taxa interna
* > 0. Além do mais, para tais casos, a implementacio do critério
da taxa interna de retorno produzird uma avaliagio consistente com
a derivada do método do valor atual,

No caso em que a seqiiéncia de fluxos de caixa apresentar mais
de duas variacdes de sinal, mesmo que ¥ (0) > 0 (o que é con-
digdo necessdria para a aplicabilidade do critério da taxa interna
de retorno, mas ndo para a economicidade do projeto), 2 nio se
pode garantir a priori a simultinea existéncia e unicidade de uma
taxa interna :* > 0. Para esses Casos, torna-se necessirio que sejam
verificadas certas condicdes de suficiéncia, como as respectivamente

1 Parz o caso de uma variacio, veja-se, por exemplo, Clévis de Faro, Cri-
térios Quantitativos para Avaliagdo e Selecio de Projetas de Investimenios,
Séric Monogrifica (Rio de Janeiro: IPEA/INPES, 1971), no g, pp. 61-74, ¢,
para o caso de duas, o trabalho de William Jean, “On Multiple Rates of Re-
turn, in The Journal of Finance, vol. 28, no 1 {marco de 1968), pp. 187-191.

2 Clévis de Faro e Alberto de Melle e Souza, “O Uso do Critério da Taxa
Interna de Retorno e sua Aplicagio em Investimentos Educacionais”, in Estu-

~

dos Econdmices, vol, 5, n® 3§ {setcmbro/dezembro de 1975), pp- 37-64,
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devidas a Soper 3 e a Norstrom, + ou a que se fundamenta em pro-
priedades das chamadas fungdes de Sturm. ®

Fixando atenciio nesse ultimo caso, o propdsito do presente tra-
balho pode ser dividido em quatro partes. Inicialmente, serio de-
rivadas duas novas condicdes de suficiéncia, as quais sdo baseadas
em propriedades associadas com os valores maximo e minimo da
sequéncia de fluxos de caixa. A seguir, serd efetuada uma inte-
gracio dos resultados ohtidos com uma extensio do trabatho recen-
temente desenvolvido por Hammond. 8 Na terceira parte, sera rea-
lizado um estudo comparativo entre as diversas condic¢des de sufi-
ciéncia, procurando identificar quais as dominantes. Finalmente,
sera apresentado um algoritmo conceitual para a implementagio
do critério da taxa interna de retorno, algoritmo esse que deve ser
tomado como uma extensio e atualizacio do sugerido em recente
artigo de Clévis de Faro. ¥

3 C. 8. Soper, “The Marginal Ffficiency of Capital: A Further Note™, in
The Economic Journal, vol. 63, n.® 273 (margo de 1959), pp. 174-177, e Clovis
de Faro, “A Eficiéncia Marginal do Capital e as Condigdes de Soper: Uma Ang-
lise Critica’’, in Revista Brasileira de Economia, vol. 29, n.® 3 (julho/setembro
de 1975), pp. 89-107.

4 Carl J. Norstrom, “A Sufficient Condition for a Unique Non-negative In-
teynal Rate of Return’”, in jowrnal of Financial and Quantitative Analysis, vol.
7. n® 3 (junho de 1972}, pp. 1.835-1.839, ¢ Clévis de Faro, "A Sufficient Con-
dition for a Unigue Non-ncgative Internal Rate of Return: A Comment”’, in
Journal of Financial and Quantitative Analysis, vol. 8, n.? 4 (setembro de 1973),
pp. 683-684,

5 Seymour Kaplan, “A Note on a Method for Precisely Determining the Uni-
queness or Nonuniqueness of the Internal Rate of Return for a Proposed In-
vestment”, in The journal of Industrial Engineering, vol. 16, n® 1 (janeiro/
fevereiro de 1965), pp. 70-71, Richard H. Bernhard, “On the Inconsistency of
the Soper and Sturm-Kaplan Conditions for Uniquencss of the Internal Rate of
Return™, in The Journal of Industrial Engineering, vol. 18, n° 8 (agosto de
1967), pp. 498300, ¢ Clovis de Faro, “On the Internal Rate of Return Cri-
terion”’, in The Engineering Economist, vol. 19, n.° 3 (1974), pp. 165-194.

¢ John S. Hammond III, Bounding the Numbers of Rates of Return of a
Project, Working Paper HBS-74-11 (Harvard University, Graduate School of
Business Administration, abril de 1974), trabalho apresentadoe mo Joint National
Meeting of TIMS and ORSA (Boston, Mass,, 22-24 de abril de 1474).

7 Clovis de Faro, “On the Internal...”, op. cit.
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2 — Propriedades baseadas nos valores miximo
e minimo °

Dado o projeto de investimento caracterizado pela seqiiéncia (1),
defina-se:

M= max {Q,) 4.a)
1S5 =n

M= max {Q] {4.b)
1=ji=<n—1

] m = — min {Qj} 4.c)

| 2=ji=n

Teorema A
Se nM =< S, entio ¥ () < 0,i >0

Demonstragio.

Substituindo-se, em (2), cada um dos Q; por M, obtém-se:

V@ =—S+M ¥ (149 (5)

i=1

Por construgio, dado que M > (; para todo j, seguese que te-
remos ¥ H=V {@),i>0 Logo, se V 0) = -8 4 nM = 0,
terse-d que V (0) = 0,

Por outre lade, 0 < (I + DI=1i20ej=12 .. n,
do que decorre que ¥ (i) < 7 (0), ¢ > 0. Conseqiientemente, se
nM = §, teremos ¥V (i) < 0, i > 0.

8  Algumas das propriedades aqui apresentadas aparccem, sob formas mais
fracas e sem comprovagdo de suas respectivas validades, em um trabalho ndo
publicado de A. Pistoia, About Internal Rate of Return (1974) .
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Corolario A

Projetos de investimento tais que nM < § serio considerados,
a priori, como economicamente inaceitdveis para qualquer taxa
r > 0.9

Teorema B

Se nM > S, entdo ¥V (i) < 0 ao menos para i = M/S.
Demonstragio.

Usando-se (5), temos que:

TG =—S+T % (407 =May,—S2VE, i20

i=1
onde
ag, =+ — 11/ B+ i)
Logo,
Vi)=-8+Ma;, <0=>VE <0
ou
a:—u >E v <o

Por outro lado, sabemos que a-- . é estritamente crescente com

ni

n, para { = 0, sendo que iy agy, = 1/i. Logo, 071, < 1/i, ou
R—

I/an—h_ > i, para 7 finito e ¢ = 0,
Suponha-se agora que i = I\_/f/S. Entdo,

! >12%=>V(i)<0.

ey

9 Observe-se que V{0) <0 —p V{0) < 6. Mas a reciproca nie ¢ verdadeira.
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Coroldrio B

Se r = M/S, o projeto serd, a priori, economicamente injustifi-
cdvel.

2.1 — Primeira condicdo de suficiéneia *°

Definese a funcio valor tuturo através da relacio:
P)=0+0"V{E), >0 (6)

E entiio obvio que, alternativamente, a taxa interna de retorno
associada a um projeto de investimento pode ser interpretada como
a taxa que anula a fungio valor futuro.

Teorema C

Sc a soma algébrica dos fluxos de caixa for positiva, e se
M (n — I) = 25, entlio o projeto considerado apresentard uma e
somente uma taxa interna * > 0,

Demonstragiio.

Imicialmente, observe-se que:

n .
lim P() = lim {ﬁsu +O"+ X Q. +z’)“_’} =—

T— @ 3 — i=1

10 A demonstragio que se segue é exatamente igual i anteriormente apre-
sentada em Clévis de Faro, “Sobre a Unicidade de Taxas Internas de Retorno
Positivas™, in Revista Brasileira de Economia, vol. 19, n° 4 (outubro/deczembro
de 1975), pp. 57-66. Observe-se, porém, que a condi¢io que aqui aparece ¢
mais potente, Deve-se ainda observar que, como apontado em correspondéncia
particular com o Prof, James J. Buckley, da Universidade do Alabama, em
Birmingham, ¢ suficiente que se tenha ng > X m—5H @, onde N, =

ie N,

o
— {1 <i<n—110;>0, }’ parz que o teorema C, e scu corolirio, sejam verifi

cados.
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Logo, se V (0) = P () > 0, seguese que, da continuidade da
funcio P (i), quc ¢ um polindmio em ¢, existird ao menos uma
taxa positiva que anula a funcio valor futuro.

A unicidade da taxa interna decorre do fato de que, se
M (n — 1) = 28, a funcio valor futuro ¢ estritamente decrescente
com a taxa f, pois que:

PG (4 iy [~n8+ T QU+ "»')_j-J

di ;=1

Ou seja, a fungio valor futuro serd decrescente se a ‘parte entre
colchetes da expressio acima for negativa. Porém, observese que,
tendo em vista (4.b) e que a ultima parcela do somatdrio consi-
derado ¢ nula: 1

S Y - R, U+D <

i=1

S+ M T =D U+ =K@

j=1

Por sua vez, o segundo membro da desigualdade acima € dectes-
cente com a taxa 7, do que decorre que seu mdiximo valor (no in-
tervalo considerado) ¢:

KO =n[-8+Mmn—1)/21<0 se M{n—1) <28

Coreldrio C

Se P (0) > 0eM (n— I)=28, a fungio valor futuro é es-
tritamente cbncava para § = 0.
A importincia desse corolario, cuja demonstragio aparece no
Apéndice, decorre de que fica garantida a aplica¢io do chamado
método de Newton-Raphson para a determinagio de t*.

11 A desigualdade ¢é estrita porque, havendo mais de duas variagbes de sinal
na seqiiéncia de fluxos de caixa, ao menos um dos (n—1I) primeiros Q; tem
que scr negalivo, '
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2.2 — Segunda condigiio de suficiéneia
Fazendose x = (I - i), e tendo em vista (2), a funcio valor

atual € equivalente a:

F(x) = — S+ Q, 27, zel0, 1] @

||'M:

Kl 1

Conseqiientemente, a taxa interna de retorno associada a um
projeto de investimento pode ser ainda definida como a taxa
i* = (I — x*)/x*, onde x* ¢ tal que F (x*) = 0.

Teorema D

Se a soma algébrica dos fluxes de caixa for positiva, e se
mn (n — 1) = 28, entdo o projeto considerado apresentara uma
€ somente uma taxa interna i* > (.

Demonstragio,

Dado que ¥ (0) = --§ < 0 e que F (1) = — S 4+ )“: ;> 0, se-
= {
guese, da continuidade de (7), que existird ao menos um valor

de x no intervalo considerado tal que F {x) = 0.

Buscando uma contradiciio, 12 suponha-se agora a existénecia de
mais de uma raiz. Seja, entdo, xze (0, I) e tal que F (xx) = 0,
k—=1,2... 8 F (%) > 0 para todo k, entio, em particular,
F (%) >0 = F (x) > 0 para xg (x,, x,) =» F' (%) =0, o
que nos dard a desejada contradicio.

Visto que F (%) = 0 e x;, > 0, seguese de (7} que:
S=% Q; H
i=1

12 Observese que a demonstragio ¢ andloga 4 desenvolvida no trabalho
de Norstrom, op. cit.
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ou
Sjey — X Qzl =0 (8)
J=1

Por outro lado, derivando-se (7) no ponto x;, tem-se:

Fllz) >0 se i Qx>0

=1

ou, face a (8)

Frzg) >0 se Sn+ T (G- Q;2i "> 0

i=1

ou, observando-se que a primeira parcela do somatério € nula

Fiz,) >0 se S—J—_i (G—1Q,ri=H) >0

i=2

Face a (4.¢), e lembrande que x;¢ (0, I), podemos escrever:

S5— % G—Dm20=>8— ¥ (-0 mel>0
i=2

i=2
=S+ X (-0 Qui=H@)>0
i=2
Ora, se

S*_i (j—Dm=>20 = mn(n—1) <28

j=2

o que completa a demonstragio,

Coroldrio D

Nas condigdes do teorema D, a fun¢fio valor atual é estritamente
decrescente para ig [0, i¥].
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Demonstracio,

Dado que F{x) > 0 para xg (x *, 1), podemos escrever:

-S+ X Qj;vj>0:'> Gloy=8/z — QJIJ;ISO,.TZ&‘{I*,]]
i=1

H

1=

J

Logo, se no intervalo considerado tivermos F x)+ G (x} > 0,
podemos afirmar que a funglio ¥ (x) serd estritamente crescente.
Ora:

F@)+6@>0 s ¥ (TR S f: Q,z >0

i=1 i=1

ou

F@+4G@>0 se S4 % (-1 Q>0
i=2

condicio que ¢ garantida se mn (n — 1) =28

Por outro lado, lembrando-nos que x = (7 L i)~1, temos que:

Fr@)= % jQ,2" '>0, zeht 1]
i 1

i=

= T U+ >0, ie[, ]
F=1

=+ X ;U +D T >0 iel, i

i=

=> — i; QU +DTT =V G) <0, ielo ]

J=
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3 — Integracdo com o trabalho de Hammond

Dada a seqiiéncia de fluxos de caixa liquidos associados a um ‘pro-
jeto de investimento, {—8, (,, ... Q,}, chamase de [-¢sima cumu-

lagio, para [ = I, 2, ..., & seqiéncia infinita {4 f)} definida de
tal modo que: B

I
4= S+ X Q k=1 ...n @

—S+ X Qn k=ntlate ...

e, para [ = 2

[g& k=20

A0 = (10}

I
]A&1+A$”,k=1ﬁ_“

Fazendo uso de propriedades de fungbes ditas do “tipe Polya”,
Hammond # demonstrou que o nimero de taxas internas de retorno
positivas associadas ao projeto considerado nfio excede o numero
de variages de sinal em {4}

Infelizmente, embora este seja um resultado extremamente valioso,
a sua implementagiio pratica nem sempre ¢ livie de percalgos. Isto
porque, além do fato de que raizes multiplas da equacio (%) sejam
contadas tantas vezes quanto os seus respectivos graus de multipli-

13 Observe-se que, para 0 = k = n, a primeira cumulagio ¢ idéntica &
chamada seqliéncia de fluxos de caixa cumulativos de Norstrom, ep. cit., € que,
para & > n, ¢ constante e igual & soma algébrica dos fluxos de caixa liquidos.

14 John 8. Hammond III, of. cif.
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cidade, 1 nio sé teremos que lidar com seqiiéncias infinitas como
ainda poderd ser necessirio que se proceda a um numero excessi-
vamente grande de cumula¢des para que se chegue a uma conclusio
definitiva. Um exemplo, propositadamente modesto, 1¢ desta tiltima
possibilidade ¢ encontrado na andlise do projeto de investimento
que chamaremos de B: {—1,4, =5, 3, -7, 5, 21}, Procedendo-se as
cumulagdes que serfio truncadas a partir do ponto em que se ga-
ranta que, para a ultima delas, os termos subseqiientes sejam todos
positivos, teremos que:

A =1, 8, -8, 1, -6, —1, 20, 20, 2, o)
Al A1, 2 0 1, —5 -6 14 84 54 ...}
AP =1, 1, 1, 8 -3, -9, 5 59, 93, ...}

AP:{-1, 0. 1, 8 o0, -9 —4 85 128 ...

AD: =1, =1, 0, 3, 3 —6, —10, 25 153, ...

—

AP -1, =2 -2, 1, 4, -2 —12, 13, 166, ...

AP =1, =3, =5, —4, 0. -8, —14, —1, 165, ...}

Observando-se que A(fc)> 0 para kA = 8, vemos que a sétima
cumulagio apresenta uma Unica variagio de sinal. Conseqiientemen-
te, visto que a soma de seus fluxos de caixa liquidos ¢ positiva,
conclui-se que ao projeto B se associa exatamente uma taxa interna

de retorno positiva (que ¢ iz = 132,849).

13 Tal fato ¢ observivel no caso do projeto que designaremos por 4, cuja
seqiténcia de fluxos de caixa liquidos é 4 : {—1.6, —12 &Y. O leitor podera
verificar que, embora o projeto apresente somente uma laxa interna positiva

(T::i = 100%). o numero de variagbes de sinal em qualquer cumulagio é seni-
pre igual a 3.

16 Um exemplo mais dramdtico é o caso do projeto C: (=1, 5, — 7, 3,
— 10, 6, 24}, com Zé 126,259, ¢ para o qual serio necessarias 17 cumulacies.
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3.1 — Propriedades da segunda cumulacio

Fixando-se a atengdo no exame de certas caracteristicas da segunda
cumulacdio, ¢ possivel a determinagio de interessantes conclusdes a
partir do exame de uma seqiiéncia finita. Para tanto, notemos ni-

cialmente que, tendo em vista a definiciio, ¢ facil veriticar que:

78, 1113:0
.
AP = —(k+ DS+ X k+1-HQ;, k=1.2....,n—1 (11)
j=1
AL+ e —n+ 1y A, k=n,n4+1,...

E entioc de conclusio imediata que, se o projeto de investimento
considerado for tal que a soma de seus fluxos de caixa liquidos seja
positiva, isto & A% 0, a subseqiiéncia infinita {42 ,, 4@ A%, .}
serd estritamente crescente. Por conseguinte, se¢ na subseqiiéncia
finita £:{—8, AP, AP, ... AP} tivermos ou exatamente uma
variagio de sinal, ou nenhuma varia¢io de sinal, a segunda cumu-
lagio apresentard exatamente uma variacdo de sinal, Conseqiiente-
mente, como sumariado no teorema £ abaixo enunciado, a anilise
de uma seqiiéncia finita {(a subseqiéncia E) poderd permitir con-
cluirse que ao projeto considerado se associa uma Unica taxa in-

terna de retorno positiva.

Teorema E

Se a soma algébrica dos fluxos de caixa liquidos for positiva, e
se a seqiiéncia E apresentar ndo mais do que uma variagio de sinal,

entdo ac projeto considerado associar-se-d uma e somente uma taxa
interna * > 0.

A relevincia do teorema E é evidenciada através da andlise dos
dois seguintes projetos: D: {—I0, 25, —20, 30} e E: {30, 35, —10,
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35, —10}. Para esses dois jprojetos temos, respectivamente, uma e
nenhuma variagio de sinal na subseqiiéncia E, pois que:

a) Projeto D

by Projeto E

AP =30, 5, ~5, 30, 20, 20, 20, ...}
£:{-80, —25 —30 0

Logo, podemos garantir que os projetos D e E apresentam, cada
um, uma Unica taxa interna de retorno positiva (i, o 120,949,
€ iyt 40,169,).

Coroldrio E.1 — (derivagio alternativa do teorema C).

Ye 25 = M (n — I), entdo a subseqiiéncia § nio apresentara
variacdo de sinal.

Demonstragio.

Tendo em vista a relagio de definicio (4.b) e substituindo-se
cada um dos Q; por M na segunda cumulaciio, tem-se que:

.
AP, ==+ DS+ X (k+1—) M>AP, k=12 .. . n—1
a R

Ora,
i
AP, = f;”—f (~284+Mk), k=1,2, ..., n—1
donde
ALY, > AP, k=12 ... ,n—2
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: 2
Por conseguinte, se —25 - M (n — I} = 0, teremos A7 ;] <0,
do que decorre que a subseqiiéncia £ ndo apresentard variacdo de

sinal.

Coroldrio E.2 — (derivagio alternativa do tcorema D).

Se 25 = mn (n — 1), a subseqiiéncia £ ndo apresentard mais
do que uma variagio de sinal.

Demonstragio.

Inicialmente observe-se que, sendo A4® = A @, — AP, se para
qualquer indice k, para1 < k < n—1, A > 0 implicar A4 > 0,
entio a subseqiiéncia § nio poderd ter mais do que uma variagio
de sinal.

Queremos entio mostrar que, s¢ para qualguer indice & no inter-
valo considerado tivermos:

E
AP = -kt DS+ X k+1-)0Q;z20 (12)
i=1
entao
3 3
AAP=—S+ ¥ Q; 20
i=1

Em primeiro lugar, devemos notar que se AP > 0 podemos
decrescer um dos Q; positivos, mantendo os demais constantes, até

que A® = 0. Ora, isso fard com que o valor de Ad “Idiminua.
Conseqiientemente, a situacio mais desfavordvel para AA =
correspondera ao caso em que 47 = 0.

Por outre lado, dada a igualdade em (12), se um dos @,

1 < j =k, for decrescido de ¢ > 0, essa igualdade serd mantida
se, por exemplo, Q;_; for aumentado de

k41—
k+2—3j
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pois

_ . RN o Bl
k+1—5 e +[k41 J— D k2] € =0

Tal procedimento alterars o valor de A4 em

ey EH Ty = __ 8
{+k+2—j8 [y -

levando-nos a concluir que, novamente, a situagiio mais desfavorivel
ocorrerd quando todos os Q,, I < ] = k, forem o mais negativo
possivel com apenas Q, sendo positivo. Neste caso, tendo em vista
(4.¢), teremos;

v
—kFDSHEQ -m Y (k+1—f=0
i=2
donde

{k S v — 7
0, = \k—{;cl’) i (k ym

2

Logo, para que A4 = ¢, deveremos ter:

51 EHDS k- n)m

L+ 1
- - O
R P
ou
28
< P
TSk D

Como gueremos que o limite para m seja vdlido para qualquer
k no intervalo de interesse, & deverd assumir o maior valor possivel,
isto é, k = n — 1, 0 que implica que:

28
~ nln—1)
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4 — Comparagio entre as diversas condigdes
de suficiéncia

Concentrando-nos ainda no exame de projetos de investimente com
mais de duas variacdes de sinal na seqiiéncia de fluxos de caixa
liquidos, passemos agora a um estudo comparativo entre as diversas
condicdes de suficiéncia para a aplicabilidade do critério da taxa
interna de retorno, no campo das taxas de juro nio-negativas. O
propésito do estudo ¢ o de identificar quais as dominantes, e as
condigbes de suficiéncia que iremos examinar aqui sdo as de Soper,
de Norstrom € as correspondentes aos teoremas C, D e E, respectiva-
mente, 17

Em sua forma mais forte, 1® sendo i* > 0 ¢ tal que V (i*) =10,
as condicdes de Soper para que i* scja a unica taxa interna de
retorno no intervalo considerado sdo: 1®

Q. >0

i . (13)
S> ¥ Qu+™7, k=12 ...,n—1
i=1

Por outro lado, e sendo obviamente dominada pelo teorema E,
a condigio de suficiéncia de Norstrom 20 serd satisfeita se ¥ (0} > 0
e, tendo em vista (9), se¢ houver exatamente uma variacfio de sinal

na seqiiéncia formada peclos n + I primeiros elementos de (43,

E também ébvio que, tendo em vista os coroldrios E.1 ¢ E.2, a
condicdo relativa do teorema E domina as respectivamente associa-
das aos teoremas C e D. FEntretanto, nada mais pode ser dito

17 A baseads nas fungdes de Sturm, sendo um processo algébrico exato de
determinacio do namero das raizes reais e distintas de um polindmico em um
certo intervalo, €, obviamnente, dominante. Isto ¢, se nio for satisfeita, nenhuma
das outras o scrd, com a Teciproca nfo sendo verdadeira. No Apéndice serd
dada uma idéia de sua implementaco.

18 Clévis de Faro, “A Eficiéncia Marginal...”, op. cit.

19 Observe-se que, nas condigdes apresentadas, deveremos ter V(o >0

o

20 Norstrom, op. cit.
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@ priori, valendo, pois, que se apresentem exemplos numéricos ilus-
trativos das diversas possibilidades. Para tanto, e procurando evitar
repeti¢io do que foi anteriormente apresentado, 21 considerem-se,
sucessivamente, os seguintes projetos de investimento:

F: {‘61 ?1 *2: 2’4}

E ficl verificar que i, = 7009, anula o valor atual do pro-
jeto, € que, para esta taxa, as condigbes de Soper sio satisfeitas,
pois que Q, = Q, = 2/ > 0, e

1 .
k=1 —=>8=6>3% QU+™ '=rxe =34
i=
2 .
h=2->8=6>3% Q1+ "=35-2%x2 %<3
i=1

Por outro Jado, dado que M =7 —» M -1 =2x7=
= I4 > 2§ = I2, temos que a condigio de suficiéncia associada
ao teorema € ndo é satisfeita, ao passo que a relativa ao teorema DD
oéjdquem =2=—ymn (n—1)=2 % 3 X 2 =12 = 25

3

Quanto a condigdo de Norstrom ¢ 3 referente ao teorema E, te-
mos que, formando as respectivas seqiiéncias:

MO k=1, n = =, 1, -1, 23

£:1-6, —5, —6)

Ou seja, enquanto que a condicio de Norstrom ndo é verificada
(mais de uma variacio de sinal), o mesmo nio acontece com a
relativa ao teorema E.

21 Qlévis de TFaro, “Sobre a Unicidade. . L, op. cit.
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Sendo os projetos 4 e E, respectivamente, ilustrativos do caso
onde nenhuma das condicdes consideradas é satisfeita e daquele em
que somente 2 associada ao teorema E o ¢, as demais possibilidades
sero caracterizadas pelos seguintes projetos:

:{_85 '4; _'1: 41 '4—: _1}:
SA=11, 4 b by =2 4 1Y

G
1
K:i-1,3 -1,
M:|—10, 5, 5,

O: {735 1! 1_, 1? 1: *23 8};

T
U

515

9;

1
—2, 6;

=10, 4, 4, 4, —1, 8, —1};
si—20, 11, 8, —1, 10, —1};
{72, 14, 14, 14, 14, 14, 8, —2, 14, —2}; ¢
Slv2 14, 14 14, 14 14, 3, —2, 14, 14,

H:{ 50, 25. 102, —100, 392};
J:1=30, 15, 16, —2, 10, —1};
L:{—10, 5, 5, 5 —1, 6};
N:{—10 7,6 —1, 6
P:{-—-1,2.1, —3 10};
R:{-20, 10, 10, —1, 10, —1{;

Na Tabela | é indicado, para cada uma das dezoito possibilida-

des, o projeto que a identifica, sua respectiva taxa interna i*, e se

TABELA 1

Confronto entre as condigdes de suficiéncia

Projeto

Saper

Noratrom

Teorems C  Teorema D Teorema F i* (%)

Il 1Tl tePA-dal bl nlo ok

o T R W U I A P I A R A

AR I VA A Ak A A A S

WA R RANE LA ERL D,

N N 100
N 8 40,16
i 8 100
iN 8 9,57
N N 100
N 8 7,69
8 8 13,02
N 3] 218,00
5 5 32,00
N 3 29,98
8 8 3408
N 5 33,33
N s 153,93
N s 17,98
S 8 17,32
8 8 15,51
] 8 4,00
& 3 7,70
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cada um dos cinco critérios sob exame & (8), ou ndo (N), satis-
feito. Dois pontos merecem ser destacados: (a) quando consideradas
isoladamente, as condigdes relativas aos teoremas C e D, bem como
2 de Norstrom, sio competitivas entre si; (b) ndo existe dominan-
cia entre a condicio de Soper e a associada ao teorema E.

5 — Algoritmo conceitual para implementacio
do critério

Restringindo-se a atencio ao campo das taxas positivas, e sendo
¥ > ( a taxa tomada como de comparacio, vejamos agora como
proceder para a aplicagio formal do critério da taxa interna de
retorno. Para tanto, face aos resultados aqui apresentados e levan-
do-se em conta ainda certos detalhes adicionais que sdo discutidos
no Apéndice, o seguinte algoritmo, de cardter conceitual e que pode
ser considerado como uma extensio e atualizagio do apresentado
em ouiro trabalho, 2 deve ser implementado.

1.2 passo:  Se o projeto apresentar mais de uma variacio de sinal
na seqiéncia de fluxos de caixa liquidos, vd para o 8.0 passo. Caso
contrdrio, prossiga até o passo mimero 2.

k13
2.9 passo: Se —8 + j;l Q; <0, o projeto nio ¢ economicamen-
te interessante e o algoritmo termina. De outra modo, determine o
valor de i* e vi para o passo de ntmero 10,

n

3.2 passo: Se —8 4+ -Zr @; <0, ou o projeto serd economica-

mente injustificdvel, oujo critério da taxa interna ¢, formalmente,

inaplicdvel; use o método do valor atual & taxa r e termine. Caso
contririo, prossiga para o 4.9 ‘passo.

22 Clévis de Faro, “On the Internal...”, op. cit. Em José Alberto A. M.
Ferreira, Estudo de um Algorvitmo Formal tara a Aplicagio do Critério da Taxa
Interna de Retorno, tese de mestraclo (Rio de Janeiro: PUC, 1975), ¢ apre-
sentada uma versio numérica, sob a forma de programa para computador, que
s¢ tem revelado hastante eficiente,
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4.2 passo: Se tiver sido identificada a presen¢a de mais de duas
variacies de sinal na seqiiéncia de fluxos de caixa liquidos, va para
o passo de ntmero 5. De outro modo, calcule o 1inico valor positivo
de i* e prossiga para o passo de ntmero 10.

5.2 passo: Determine M e m e teste as condigdes associadas aos
teoremas C e D. Se ao menos uma delas for satisfeita, compute i*
e vd para o passo de numero 10. Caso contrrio, prossiga para o
proximo passo.

6.2 passo: Construa a seqiléncia dos fluxos de caixa cumulativos
de Norstrom, e conte ¢ numero de varia¢des de sinal. Em sendo
identificada a presenca de mais de uma variagio, prossiga para o

7.0 passo. Caso contrario, determine /* e vi para o passo de nu-
mero 10,

7.0 passo: Forme a subseqiiéncia E e conte o nimero de varia-
¢Bes de sinal. Se mais de uma variagio, siga para o 8.° passo. De
outro modo, calcule i* e vd para o passo de numero 10.

8.2 passo: Determine uma solu¢io i* e teste as condigdes de
Soper, 23 Se forem satisfeitas, vd para o 10.° passo. Caso contrario,
prossiga para o passo seguinte.

9.2 passo: Considerando a cquacgio (7), aplique o teorema de
Sturm, para xg [0, I]. Se for constatada a cxisténcia de mais de
uma raiz no intervalo considerado, a aplicagio formal do critério
da taxa interna de retorno nio é possivel; use o método do valar
atual & taxa r e termine. De outro modo, calcule o valor da raiz
linica, x*, e faca i* = (I — x*)/x*. Siga para o proximo passo.

10.9 passo: Se i* > r, aceile o projeto como economicamente
atrativo; caso contrario, rejeite-o. Em qualquer dos dois casos, o
algoritmo termina com a aplicacio formal do critério da taxa in-
terna de retorno tendo sido possivel.

23 Obviamente, antes que se perca tempo na determinagio de uma solugio
i*, devemos verificar se . > 0. Se nde for, devemos seguir diretamente para
o 9.° passo
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6 — Conclusio

O principal 6bice 4 implementacio do critério de avaliacio eco-
némica segundo a taxa interna de retorno &, precisamente, a ne-
cessidade de que se garanta a existéneia e unicidade de uma taxa
interna associada ao projeto que se quer avaliar. Com este respeito,
as novas condigoes de suficiéncia que foram apresentadas podem vir
2 ser extremamente Uteis, Isto ¢ tanto mais verdade guando estas,
principalmente em vista da facilidade com que sio verificadas, re-
velam-se competitivas com as condicdes de suficiéncia descritas na
literatura. Além do mais, embora as condicdes baseadas nos valores
médximo e minimo da seqiiéncia de fluxos de caixa sejam domina-
das pelo que se denominou de teste de subseqiiéncia E, as primei-
ras asseguram que, como mostrado no Apéndice e ao menos em
certos casos, ¢ isenta de problemas a aplicagio do método de
Newton-Raphson. Fsta tltima propriedade &, por si s6, de conside-
riavel relevincia, pois que fica sobremaneira facilitada a determi-

nacdo do valor numeérico da taxa interna de retorno.

Apéndice — Resultados adicionais

A.1 — Aplicabilidade do método de Newton-Raphson

Uma vez estabelecida a existéncia e unicidade de uma taxa interna
positiva i¥*, resta ainda o problema da determinacio de seu valor
numcrico. Regra geral, o processo que tem side apresentado na
literatura é o de ientativas. 24 Este procedimento, embora seja de

24 E. Paul DcGarmo ¢ John R. Canada, Engineering Economy (52 edicio;
New York: Macmillan, 1973), pp- 509-511; Antrony Herbst, “A Fortran IV
Procedure for Determining Return on Invested Capital”, in Management Science,
vol. 20, n.® 6 (fevereiro de 14974), p. 1.022; e James C. T. Mao e David Knoll,
“Analysis of Investment Returns by Computer”, in The Engineering Economist,
vol. 12, n® 4 (1967), pp. 229-259.
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aplicagio garantida, no sentido de que, eventualmente, a solugio seri
alcancada, ¢ bastante ineficiente, podendo demandar um numero
relativamente excessivo de iteragdes. Um processo extremamente efi-
ciente, o qual foi sugerido por Fisher, ¥ ¢ o que se baseia no cha-
mado método de Newton-Raphson. 26 Infelizmente, como apontado
por Kaplan,?7 a aplicagio estrita de tal método nem sempre ¢ pos-
sivel, pois que esta exige que a fungio sendo tratada, ao menos
no intervalo considerado, seja mondtona crescente (ou decrescente)
e que nio mude de concavidade.

Tendo em vista os resultados até agora conhecidos, podemos ga-
rantir, ¢ priori, a aplicacgdo estrita do método de Newton-Raphson
somente para dois casos particulares de projetos de investimento: 2%

a) a do caso dos projetos ditos de investimento simples, que sio
caracterizados pelo fato de que Q; = 0,7 = 1, 2, ..., n. Para esses,

a funcio valor atual ¢é estritamente decrescente € convexa para
1= 0.

b) a do caso dos projetos denominados de investimento puro,
que sio aqueles tais que A= 0,k = 0,1, ..., n — I. Para esses,
a fung¢io valor futuro é estritamente decrescente e cOncava para

i>0.

Nosso proposito, agora, ¢ o de mostrar que a classe dos projetos
de investimento passiveis de, a prior;, sofrer a implementacio es-
trita do método de Newten-Raphson, pode ser aumentada.

2 Lawrence Fisher, “An Algorithm for Finding Exact Rates of Return”,
in The Journal of Business of the University of Chicagoe, vol. 39, no0 1, 22
parte (jancire de 1966), pp. 111-118,

26 Veja-se Peter Henrici, Elements of Numerical Analysis (New York: Wiley,
1964), pp. 77-86, para uma descri¢do detalhada do métedo.

27 Scymour Kaplan, “Computer Algorithms for Finding Exact Rates of Re-
turn’’, in The Journal of Business of the University of Chicago, vol. 40, no 4
(outubro de 1967), pp. 389-392.

28  Conforme propricdades apresentadas em Daniel Teichroew, et af., “Math-
ematical Analysis of Rates of Return under Certainty”, in  Management

Science, vol. 11, n° 3 (jancire de 1963), pp. 395-403, e Clovis de Faro, “On
the Internal...”, op. cit.
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Demonstracio do Coroldrio C

Temos que:

d* P (3

S = [~ nm-nS+ E -y
i i=1

n—j—-10 -I-i)_jJ =+ L@
Ora, em vista da relagio de definigiio (4.b), seguese que:

L(z’)<L(i)-| =-nn—-0S+M i

M i=1I
= n—j—0DU+D7,i>0

e

dL(i'):I jdi = — M z Jn—Dn—j-0D+07 " <0,i>0
M ]

i=1

Por outro lado, considerando-se a taxa nula, temos:

L(O)} =—-nn-DS+ M i (ng—gnj—?l-%j%—jg)
M =1
=—nn—-0DS+ niM(n—;) (n—-2)
=_”(”3—_1)[_3S+M(n-e)]

Consegiientemente, teremos L (i), == 0 e, portanto, a fungio valor
futuro serd estritamente concava no intervalo considerado, 2% se
tivermos M = 3§/(n — 2). Uma condigio que é obviamente satis-
feita se M = 2§/ (n — 1), j& que 2§/ (n — 1) < 38/ (n — 2).

29 Observe que, como evidenciado no caso do projeto ¥ : {—-50, 100, _40},
para o qual ¥ (0,2) = 5,56 > 0 com ¥’ (02) = 0 e ¥ = 44720 pada

pode ser dito quanto & concavidade da fungfo valor atual, mesmo para i g [0, i¥].
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Exemplo 1

Considere-se o caso do projete X: {8, 3, 3, 3, -2, 3, —1}. Temos
que a soma dos fluxos de caixa é positiva, com M =— 3, § — § ¢
n = 6, o que implica que as condi¢des sejam satisfeitas.

Como indicado esquematicamente no Grafico 1, tomaremos como
ponto de partida para a aplicagio do método de Newton-Raphson
a taxa:

P (o) P {0)

1
o _ - 7,69°
b P0) " 13 O

T jQ;~nl ()

J

A purtir desse valor, teremos, sucessivamente:

P - D

ik:ik_l_m, k=1 2....
J

com

Ty > 2> ... >

Grdfico 1
P{i)

0

i
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No caso, temos:

P (0,0769)

iy = 00769 — .
e = GO P {0,0769)

~ () 0657

P (0,0657)

= 00657 —
*s ? P {0,0657)

~ 0,058

P (0,0584)

> 0,05 , P (0,0582) >~ o
7 0058 00582, com P (0,0588) = 4,2/%10

i, = 0,0584 —
Corolario D.1

Se a soma algebrica dos fluxos de caixa for positiva, e se
m = 68f{n(n 4 4) (n — 1)], entiio a fungdo valor atual ¢ estri-
tamente convexa para ig [0, 1*].

Demonstracio,

Como 28/[n(n — 1)] > 6S/[n(n + 4) (n — 1}], sio vilidas as
condigdes do teorema D, de modo que:

k)

A@D==-20+)7V=250U+d°-2 %
i=1
Q; 1+ <0, ie [0, i*]
Logo, se

V' @)+ A >0, ie[0,i]=V" @) >0, te [0, i*]

Ora:

Vi@ +A@=280+9""+ X F+i-2Q @+

J=1I
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e, portanto,

V@D 4+ A @>0 se 25+ X (FF+i-—2

QI +4) ' =BW>0

Porém, tendo em vista (4.c), temos que:

BH>28-—m i (J"’_j__g) (1+1-)*ﬁ';_,,

i=1

228 -m L (fF—ji—®, icl0 1%

F=1

28 -m X (FF—j—D 20 se 285—mn(n+4H —-0D/320

;=1

c.q.d.

Intelizmente, a condi¢do do corolario D.! é bem mais fraca do
que a de validade do teorema D. Entretanto, mesmo assim, ainda
pode vir a ser 1til, como veremos a seguir,

Exemplo 2

Seja o caso do projeto Z: {—100, &0, 2, -2, &3, —2}. Como
65 =600emn (n+4) n—1)=2 X5 XK 4¢=7360seguese
gue a fun¢io valor atual ¢ estritamente decrescente e convexa pata
e [0, i*], o que garante a aplicabilidade do método de Newton-
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Raphson nesse intervalo. Para tanto, como esquematicamente indi-
cado no Grifico 2, partindo de:

vV (0) S-

i=1

Z‘IZ — =

V-’ (0) n )
Z JQJ‘

7=

faremos, sucessivamente: 30

. . V (e
Y = by ,,#I)—- ) k=2 3
V7 )
Grdtico 2
V(i)
i
]
!
|
i
|
|
|
| I
o] -
i [ i*i
il 2 |
i
i
1
I
I
|
L trecho irrelevante
30 Observe-se que i; < 6 < ... < i*,
G614
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No caso, temos:

80
i = = 00,1826
! 138 !

o,
@
Il

0,1826 — V (0,1826)} | V' (0,1826) = 0,2876

iy = 0,2876 — V (0,2876)] V' (0,2876) = 0,3098

i, = 0,3098 — V (0,3098)] V' (0,3098) ~ 0,3105

i = 03106 — V (0,3105) ] V' (0,3105) = 0,3106, com V (0,3106) ~
>~ 107"

A.2 — Aplicacio do teorema de Sturm

Como mencionado no texto, o teorema de Sturm*! prové um
método exato de determinagio do numero de raizes reais de um
polindmio em um certo intervalo. Conseqiientemente, consideran-
do-se a equacio definida pela (7), para xe [0,/], sua aplicacio
nos di uma condicio de necessidade para a aplicagdo do critério
da taxa de retorno no campo das taxas de juro nio-negativas.

De uma maneira sucinta, a aplicagio do teorema procede como
descrito a seguir. Inicialmente, forme a seqiiéncia das chamadas
tuncdes de Sturm, F, (x), F; (x), ..., F,, {x), onde:

Fy(x)=F (v)
F,(x) =dF (@) /dx
e, representando-se por D, o quociente da divisio Fy; . {x}/F_1 {x)
Fr () = Dy, (@) Fr—y (@} — F—p (@}, k=238..,m
Isto é, F, (x) serd o simétrico do resto da divisio Fy (x}/F, (x);

F; (x) serd o siméurico do resto da divisio F, (x) [F, (x); etc, até
que se obtenha F,, (x) igual a uma constante.

3L Veja-se H. W. Turnbull, Theory of Equations (5.* cdi¢io; Edinburgh:
Oliver and Boyd, 1957), pp. 103-107, para uma descri¢fio detathada.
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Assim, ‘para o caso do projeto 4: {—1, 6, —12, 8}, teremos a se-
guinte seqiiéncia de funcdes de Sturm:

Fo@@=—1+6x—122"+ 84°
Fy (x) =6 — 242+ 242°

e, procedendo-se a divisdo F, (x)/F; (x)

3 —1/6

8% — 122"+ 62— 1

o et | ¥ 82+ ea

[ = 4at 4 g1

— 4t de -1
/ [
Logo, como o resto ¢ nulo, 32 temos F, (x) = 0, ¢ a seqiiéncia

cstd completa. :

Uma vezr formada a seqiiéncia de Sturm, o ntmero de raizes dis-
tintas de F {x) = 0, no intervalo [a, b], ¢ igual ao numero de va-
riagdes de sinal quando x = @, subtraido do numero de variagles
quando x = b.

No caso do exemplo, lembrando que o intervalo de interesse ¢
definido por xg (0,7}, podemos organizar o seguinte quadro:

=0 =1
Funcio
Yalor Sinal Valor Sinal
Fo (x) -1 — 1 +
Fy {x) 6 + 6 +
Fs (o) 0 indet, 0 indet.

32 A presenca de testo nulo é indicativa de ao menos uma raiz multipla.
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Entio, tendo em vista que um sinal indeterminado, correspon-
dente a0 valor zero, é contado como uma continuagio de sinal,
segue-se que a diferenca entre o nimero de variages ¢ [ — 0 = 1.
Isto ¢, s0 existe uma raiz distinta de F (x) = 0 no intervale con-
siderado.
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