Modelos de Volatilidade Estocastica com
deformacio temporal: um estudo empirico
para o indice Ibovespa*
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Estimar e prever a volatilidade de wm ativo € de grande importdneia para os mercados financeiros.
O objetivo deste artige é incorporar o conceito de deformacdo temporal na estimagdo da
volatilidade. Este conceito estd associado a idéia de que o mercado financeiro se modifica com a
chegada de novas informagées e nio com o decorrer do tempo calenddrio. Modelos de Volatili-
dade Estocdstica sem e com deformagdo femporul sdo usados para estimar a volatilidade dos
refornos do Ibovespa.

1 - Volatilidade e caracteristicas de dados financeiros

Prever a volatilidade de ativo de modo preciso € a chave para um bom sistema de
gerenciamento de risco. Muitos sistemas de gerenciamento de risco possuem em seu
fmago a necessidade destas previses [ver Alexander (1996)].

A volatilidade nos indica se o prego de um ativo estd vartando pouco ou muito, ou
seja, ela € uma medida da incerteza quanto as variagBes de prege. Os periodos em que a
variabilidade dos precos estd muito alta sAo aqueles que possibilitam os maiores lucros
ou, também, as maiores perdas, isto &, sio aqueles em que o risco € maior. Ja quando a
volatilidade € baixa, o risco é menor. A relagio é ébvia e, naturalmente, um investidor
somente assumiria uma posicio de alto risco caso houvesse a possibilidade de um grande
retorno. Assim, entre aqueles que assumern riscos, numa fase de alta volatilidade, os
“bons” tornam-se melhores, enquanto os “ruins” tornam-se piores,

Dados financeiros apresentam certas caracteristicas peculiares [ver, por exemplo,
Taylor (1986) e Pagan (1993)]. Este € o caso dos retornos de ativos financeiros que podem
ser definidos por y, = logx, - logx, | onde x, € o prego do ativo no instante £. Os principais
fatos estilizados (caracteristicas) encontrados na literatura s&o os seguintes:
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@) 0s retornos ndo sio autocorrelacionados;

b) os quadrados dos retornos sio autocorrelacionados, com uma pequena autocorre-
lagéo de primeira ordem e uma subseqiiente queda bastante lenta:

¢) existem agrupamentos com diferentes niveis de volatilidade:

d) a distribuigio néo-condicional dos retornos possui caudas pesadas em relagiio a
distribuicdo normal; e

e) para alguns tipos de retornes, a volatilidade reage de maneira diferenciada se os
precos estio aumentando ou declinando, Sabe-se que as subidas sio lentas e as quedas
sdo abruptas, mostrando que neste ltimo caso deveriamos ter uma volatitidade maior.

Note que estas caracteristicas guardam algumas relagdes entre si, dando origem a
conclusdes semelhantes. Por exemplo, se 0s retornos tivessem distribuigiio normal, a
caracteristica a inviabilizaria a b, pois a nfio-correlagiio para varidveis gaussianas implica
independéncia de quatsquer fungdes disjuntas dessas varidveis. Do mesmo modo, a
caracteristica d inviabiliza a distribuigio normal. De fato, a autocorrelacio dos quadrados
dos retornos tem forte relagiio com as distribuigdes com caudas pesadas, pois quando
surgem valores extremos, quer positivos ou negativos, devido & autocorrelagdo haverd
tendéncia a que os préximos quadrados também sejam extremos, originando um agru-
pamento de valores extremos e, portanto, caudas pesadas.

De forma andloga, as caracteristicas b e ¢ estiio intimamente relacionadas. Quando os
quadrados dos retornos sdo autocorrelacionados, € de se esperar que valores grandes, em
mdédulo, serfio seguidos por valores também grandes, enquanto valores pequenos estario
proximos de valores pequenos, causando assim os agrupamentos de volatilidade.

Modelos lineares gaussianos de séries temporais sio incapazes de incorporar alguns
dos fatos estilizados apresentados anteriormente. Assim, a partir da década passada,
foram desenvolvidos modelos estatisticos que eram capazes de incorporar estes fatos
estilizados, como, por exemplo, o Autoregressive Condicional Heteroskedasticity
{ARCH). o Generalized ARCH (GARCH) e o de Volatilidade Estocsstica (VE).!

2 - Caracteristicas dos retornos do Ibovespa

Nesta segiio verificaremos se 0s retornos do indice de fechamento do Ibovespa entre 2
de janeiro de 1986 e 4 de dezembro de 1995 satisfazem as caracteristicas apresentadas
na secfio anterior.

O Gréfico | apresentaos retornos ao longo do tempo. Vemos que quatro agrupamentos
de volatilidade podem ser localizados ¢ foram denotados par cl, ¢2, c3 e ¢4. Note que

[ Para uma descrigio das semethangas e dessemelhangas entre os modelos ARCH e VE, ver Herencia
et alii (1995},
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Grafico 1
Retornos do indice de fechamento do Ibovespa — 1986/95
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os agrupamentos ¢2 e ¢4 expressam de modo razodvel a condigio de erraticidade para
0s retornos e autocorrelagdo para seus quadrados, esta dltima devido a amplitude de
variagiio dos retornos manter-se dentro do agrapamente, considerando-se tanto os
retornos positivos quanto os negativos. No entanto, para os agrupamentos ¢l e ¢3, a
amplitude de variagio fica restrita preponderantemente 4 retornos com o mesmo sinal,
indicando uma possivel presenga de autocorrelagio nos retornos, violando, portanto, o
primeiro fato estilizado.

Obviamente, esta distingao entre os agrupamentos nio & muito perceptivel e, em nosso
caso, ela foi sugerida apds observarmos os gréficos das fungdes de autocorrelagiio dos
retornos e de seus quadrados {(Grifico 2). Neste grdfico. vemos claramente que a
autocorrelagho de ordem um dos retornos € significativa, rejeitando-se a hipdtese de ruido
branco e, portanto, violande o primeiro dos fatos estilizados, Podemos notar que a
primeira autocorrelagdo dos quadrados dos retornos € significativa e apds esta ordem a
funcio de autocorrelagio decai lentamente, confirmando o segundo fato estilizado.

O Gréfico 3 apresenta o histograma dos retornos padronizados e a estimago née-pa-
ramétrica da densidade. Percebe-se que as caudas da densidade siio pesadas e que nfo hi
assimetria aparente. Ao sc testarem hipdteses a respeito da assimetria e de curtose, nio
se rejeita simetria a um nivel descritivo de 18% e rejeita-se a hipétese de nfio haver
excesso de curtose a um nivel descritivo inferior a (0,01%.
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Grafico 2
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Funcio de autocorrelagio dos retornos do Ibovespa
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3 - Modelos de volatilidade estocastica com deformacio
temporal

Introduziremos a nocio de deformagfio temporal dentro do contexto de Séries Temporais
Financeiras, tentando justificar seu uso e importincia. A seguir abordaremos uma
metodologia adequada para seu tratamento dentro de Modelos de Volatilidade Estocds-
tica, primeiramente com uma rdpida apresentagio do modele a tempo discreto e,
posteriormente, seguindo o trabalho de Ghysels e Jasiak (1994), com uma descri¢ao
detalhada do modelo a tempo continuo.

3.1 - Por que deformacio temporal

Varidveis financeiras, tais como prego de um ativo, sdo afetadas pela chegada de novas
informagdes ao mercado financeiro. Dias em que ndo surgem novidades, sejam “boas”ou
“ruins”, sfio caracterizados por pouca movimentacio ou alteragfio dos precos, uma vez
que a qualidade da informacio niio estd em pauta. Entretanto, dias carregados de novas
informaces tém efeito justamente oposto, ou seja, apresentam alta variagio nos pregos.
Tal constatagio conduziu Mandelbrot e Taylor (1967} e Clark (1973} a modelarem precos
de acdes como processos estocdsticos subordinados, isto €, ao invés de modelarem os
precos como fungdo do tempo calenddrio, quer didrio, semanal, mensal etc., eles
modelaram como fungiio da chegada de nova informagio ao mercado, a qual € um
processo que flui aleatoriamente ao longo do tempo. Assim, segundo esta abordagem,
ndo olhamos mais para nosso processo de interesse evoluindo através do tempo calen-
dério que ¢ igualmente espagado, mas sim eveluindo de acordo com a chegada de nova
informagio, originando uma nova dimensio temporal, a qual chamaremos de tempo
operacional e denotaremos por s. Desta maneira, fica caracterizado o que denominamos
deformacio temporal.

3.2 - Modelagem a tempo discreto

Considere 0 modelo a tempo discreto dado por:

h,+
¥, = G, exp 1?’ (1)
fz:f:h!-&-x’,ﬁ (2}
hf:'yhr*ﬁﬂnx (3)
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A volatifidade nio € descrita por um processo AR( 1), como € usualmente adotado nos
Modelos de Volatilidade Estocastica nos quais a volatilidade condicional evolui laten-
temente através do tempo calenddrio, sem depender de outros processos que determinem
a sua evolugio. Na abordagem adotada aqui, a volatilidade condicional depende direta-
mente das varidveis explanatdrias, x,, que sdo observadas no tempo calendério. Deste
modo, 0 processo que representa a volatilidade pode ser pensado como dependente de
um tempo deformado ou operacional, que é fungio das varidvies explanatdrias x,.

A estimagfo desse modelo € semelhante 3 de Modelos de Volatilidade Estocdstica
sem a presenca de varidveis explanatérias, dado que uma simples transformagio faz com
que (1-3) esteja em representagio em espago de estado linear. Fazendo esta transtorma-
¢dio, (1-3) é agora escrito da seguinte forma:

tog y7 = + i} +E, (@)
h=h+x B (5)
h,::"fh;"]"'n, (6)

e a estimagdo do parimetro [3 pode ser feita através de minimos quadrados generalizados
em duas etapas ou, simultaneamente, através de quase-méaxima verossimilhanga [ver
Harvey e Shephard (1993a)]. A volatilidade é recuperada pela equacio (5) utilizando-se
o componente suavizado — um subproduto do método de estimagio usado que € o filtro
de Kalman.

Uma outra possibilidade seria a de incorporar 3 ao vetor de estado, resultando em:

logy, =[1 X' ) +a,+E, 7
[r] [yo (B0 [n

Al JINRE ®
E =12 o=k +x o (9)

que tem a vantagem de estimar 3 recursivamente.
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3.3 - Modelagem a tempo continuo

Utilizando operagdes de limite estocdstico [ver Gihman (1972) e Wu (1985}] para ¢s
processos de prego e volatilidade, uniremos os trabalhos de Mandeibrot e Taylor {(1967)
e Clark (1973} sobre processos estocdsticos subordinados aplicados a finangas e os
trabalhos de Hull e White (1987), entre outros, que modelaram as variagoes na volatili-
dade por uma equagio diferencial estocdstica (a qual nio tinha, a0 menos explicitamente,
relagdo com a chegada de novas informagdes), para construirmos o Modelo de Volatili-
dade Bstocéstica a tempo continuo com deformagéo temporal.

3.3.1 - Formulacio do modelo

Considere 0 Modelo de Volatilidade Estocdstica a tempo continuo sem deformagdo
temporal dado pelas equagdes diferenciais estocdsticas a seguir:

dx(?) = px()dt + o(Hx(HdW (1) (10
d log 6° (1) = a(log G° (1) — b)dt + cdWa(t) (1)

onde W,(r) e W,(r) sdo dois processos de Wiener ou movimentos brownianos padrao.

Observe que a volatilidade nfo € mais uma tungdo deterministica do tempo como no
modeto de Black e Scholes mas é modelada por um processo de difusao que faz com que
a volatilidade evolua continua e suavemente ao longo do tempo. No entanto, a chegada
de informagiio, que é o processo ao qual vinculamos a volatitidade ndo evolui desta
maneira continua e suave. Além disso, o fluxo de informagio € um processo latente
{ndo-observivel). Para contornarmos esta caracteristica de nfo-observabilidade, iremos
tratar a chegada de nova informagio, que constitui o tempo operacional, s, como uma
fung¢do de varidveis observadas no tempo calenddrio ¢, ou seja, s = g(r), onde g(.) serd
denominada "fungdo de conexfio” {ou de deformagio) entre o tempo calenddrio € o
operacional. Asstm podemos reescrever (10-11} da seguinte forma:

dx(t) = px(Ddi + 6 (g(0) . ()W (1) (12)
dlog ° (s) = aflog 6° (5) — b)ds + cdW,(1) (13)

onde a equacio de difusdo para a volatilidade estd expressa em tempo operacional s
causando a deformagéo temporal.
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Observe que a equagdo (13) € uma equagdo diferencial estocdstica linear de primeira
ordem, cuja solugiio é obtida tacilmente, conforme apresentado adiante:

dlog o () = allog & (s) - b)ds + cdW,(s)
entio:

d W2 (%)
ds

d log o* (5}

2
—alog o™ ($)=—ab+c
dy

e multiplicando-se ambos os lados pelo fator integrante exp{—as), obtém-se:

_ _ dW, (s}
A (tog o’ (e M=e¢ ”’{— ab+c—=2 J
ds s

e integrando entre s e s para s < s tem-se;
Al

v lUg Gl (S!)ﬁ‘_ a8’ _ b(ef w _ - (.‘.\") te J- e v fiw’g(")

.

I3

log g (5)e”

que resuita em:

AS
log o (s) =log & (") ““ V4 (1 + 670 4o [ty (14
g g 2

&

3.3.2 - Defini¢iio da funcio de deformacio g(1)

Conforme comentado anteriormente, o tluxo de informagdes que chegam ao mercado &
um processo latente. Como este processo niio € observado, vamos definir uma funciio de
conexio entre ¢ tempo calenddrio ¢ ¢ o tempo operacional s, a qual € determinada através
de varidveis observadas em tempo calenddrio. A escolha destas varidveis é fundamental,
pois elas determinaric o ritmo de evolugdo da volatilidade. As variaveis utilizadas,
seguinde a abordagem de Ghysels e Jasiak (1994), serio o volume de negociagio,
retornos, mdédulo dos retornos, sendo que todas as varidveis estariio defasadas de um
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periodo para que seja possivel prever um passo a frente,” e também uma varidvel que
mede o efeito que dias sem negociagdo provocam no mercado. A inclusio dos retornos
e do médulo dos retornos permite que 0 tempo operacional evolua em ritmos diferencia-
dos quando o movimento dos pregos é crescente ou decrescente, fazendo com que a
volatilidade apresente flutuacoes diferenciadas e, portanto, permitindo assimetrias na
volatilidade.? Em Ghysels ¢ Jasiak (1994) foram utilizados dados didrios do S&P500 e
NYSE de 1950 a 1987, e foi constatado que um aumento no volume de negociago acelera
o tempo operacional, resultando em menos persisténcia no processo de volatilidade com
maior variancia no ruido. Declinios nos pregos, ou seja, retornos negativos, ocasionaram
efeitos similares, enquanto pregos crescentes, ou retornos positivos, aceleravam menos
o ritmo do tempo operacional.

Formalmente, considere o espago de probabilidade (Q, 3, P) e a familia
3= {Sf}:ﬂ o de subsigma dlgebras definidas no tempo calend4rio. Além disso. seja Z,
um vetor m-dimensional 3, -mensurdvel. Considere a fungio de deformagdo g(.) linear
em ! e que seus incrementos, os quais estabelecem a velocidade de variagio do tempo
operacional, sio 3, |-mensurdveis através da transformagio logfstica:

dgit.Z,_ ) expc’Z,_,

—— s i (s)
1 £
7,2 EXpCZ,_ |

t=1

paraf— 1< 1<t onde ¢ é um vetor m x 1.4

Note que se ¢ = 0, entdio g(t: Z,_,), implicando a ndo-existéncia de deformagio
temporal. Também:

2 No trabalho de Ghysels e Jasiak (1994), a varidvel volume entra contemporaneamente. Como um dos
objetivos deste nosso trabalho & avaliar a previsio da volatilidade um passo & frente, usamos o volume defasado
para ndo incorporar informagées futuras,

3 Um dos pareceristas desta revista sugerin utilizar um modelo EGARCH que permite respostas
assimétricas. Como a fungiio de conexdo permite incosporar estas assimetrias, o Modelo de Volatilidade
Estocdstica com deformagiio temporal engloba o EGARCH. Embora niie apresentado no texto, foi estimado
um EGARCH para os dados do Ihovespa e usando-se 0 Modelo de Volatilidade Estocdstica com deformagio
temporal dominou-se, pelo critério de informagio de Schwartz, o EGARCH.

4 Observe que o denominador de (15) possui uma soma que inclui varidveis que nio sio S,
-mensuriveis, pois a soma estende-se até T. Entretanto, conforme Ghysels € Jasiak (1994). o denominador,
que € um fntor de escala, s0 estd ali por questdes de estabilidade nomérica e sna presencga nfio tem importiincia
conceitmal,
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f
Aen=e-g0-D=[amz,_ ) (16)

=1

onde para a segunda igualdade ¢ necessdria a auséncia de salto de g em 1, e a terceira
igualdade decorre do fato de que g(t: Z, _ ) ndo depende de 1.

Por construgio, temos que:

T T
73 8013 iz, -1

t=1 r=1

Sdo necessdrias duas suposigdes adicionais para a funcdo g, a saber:

a)g(0y=0

BY0<g(1: Z, )< oo

Assim, a especificagdo da funciio de conexiio e as duas hipdteses adicionais garantem

que o tempo operacional evolua na mesma diregio que o tempo calenddrio, sem paradas
ou saltos,

Admitiremos que a forma funcional de ¢’Z,_ | serd dada por:

oz

=y, f[r+c‘_Vol,k] +ooy, o e,y (17)

onde Vol representa o volume de negociacfio no instante r. ¥, =Alog x, € o retorno no
instante 7, ly,| € o médulo do retorno no instante ¢ e d, € uma varidvel que inclui os efeitos
de dias sem negociagio ou de outro efeito periédico.

Observe que os coeficientes de (17) nos permitem inferir o modo com que cada ima
das varidveis influencia a velocidade do tempo operacional e, consegilientemente, a
volatilidade dos retornos.

3.3.3 - Aproximacio a tempo discreto e estimacao

Considere as equagbes (12)e(14). E necessaria uma aproximacio a tempo discreto destas
equagles para que os pardmetros sejam estimados pelo método de QML usando o filtro
de Kalman. Substituindo s = g(r) e 5* = g(-1) em (14) temos:
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b= "0k 4 (1= ™ p oy, (18)

onde &, = log 62 (g(1).

Observe que a equaco (18) pode ser reescrita da seguinte forma:

hy= eSOy (19)

£
onde Z: =h -bhv= (:J- e85 =NdW,(r) e Ag(t) € dado por (16).

Quanto a distribuigdo de v, observe que W,(z) ¢ um movimento browniano padrio,
isto &, dW,(r) ~ NID(0, dr). Assim, pela definigdo de v, temos que a sua distribuigdo é
normal com média zero e varidncia dada por:

uln
Var(v) =¢* | 260 yarlaw,]

glr—1)

&0
= 2R J & Xy

B—1)

2 2ap(t)
- e [e- ) _ - 2egle = n]
2a

_ CZ (l _ elaAg(l))
2a

Comparando (14) com (19), observa-se que o processo do logaritmo da volatilidade,
h,, enquanto linear em relagio ao tempo operacional, transforma-se em um modelo com
coeficiente aleatério em relag@o ao tempo calenddrio.’ Este tipo de modelo € chamado
de duplamente estocdstico, pois, além de seguir um AR(1), seu coeficiente depende da
fun¢io de conexio Ag(f).

5 Observe que esfe modelo € semelhante 20 modelo EAR (Exponential AR) de Ozaki, com a vantagem
de nilo ser necessario fixar nenhum dos pardmetros a serem estimados.
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Agora utilizando uma aproximagao padréo, (12) pode ser reescrita da seguinte forma:
fogx,=p+logx, _ 1 T olg(n) €,
ou:
Y~ H=0(gn) +E, (20

onde ¥, € 0 retorno no instante ¢ e g, ~ NIO, 1).

Finalmente, elevando ao quadrado e tomando logaritmos em ambos os lados de 209,
e com (19}, tem-se o seguinte conjunto de equagdes:

g (0~ 2= —1,27+ b+, + &, @1)

B0y (22)

o A
onde & tem média zero e varidncia EX

Observe que as equagdes(21) e (22) jd estdo na representagio de espago de estado
linear mas com matriz de transigiio, que é o coeficiente do processo auto-regressivo e
varia ao longo do tempo. A estimaciio de (21-22) & feita via filiro de Kalman por
quase-maxima verossimilhanqa.f’ Para iniciar o filtro de Kalman, utiliza-se, seguindo
Stock (1988), as seguintes condigies:

Ag() =1

by =0

2 2

= v C
Var (hy )= 1 —exp (20) =5

6 O parimetro U poderd ser estimado pela média amostral dos retornos, Veremos, na aplicaciio, que serd
necessdrio fijtrar os retornos por um processo auto-regressivo.
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4 - Estimacio da volatilidade dos retornos do Ibovespa

Como foi visto anteriormente, os retornos do [bovespa sio autocorrelacionados. E necessério,
portanto, filtrar a série e, utilizando procedimentos usuais de identificagdo em séries tempo-
rais, o modelo escothido foi AR(1). Ao se estimar este modelo, obteve-se:’

¥,=0,1478y,_, +a, {23)
(0,0201)

O Grafico 4 apresenta as fungdes de autocorrelagio dos residuos estimados, a,, do

modelo acima, assim como dos seus quadrados. Percebe-se claramente que a estruiura
de autocorrelagio dos retornos observada no Gréfico 2 foi eliminada, enquanto os
quadrados dos retornos permanecem altamente correlacionados. Os valores para a
estatistica de Box-Ljung para as autocorrelagdes dos residuos com os respectivos niveis
descritivos sio apresentados na Tabela 1.

Gréfico 4
Autocorrelacdo dos residuos do AR(1)
1 -

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Autocorrelagio dos quadrados dos residuos
1 -

-
R

o RHlleblosiodei,

7 O desvio padriio da estimativa estd entre parénteses.
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TABELA |

Estatistica de Box-Ljung para as autocorrelagées dos residuos do AR(])

Defasagem Grau de likerdade  Autocorrelacio BoxLjung Nivel descritivo
1 0 —0,0053

2 1 0.0354 3,1097 0,0778
3 2 - 0,0025 3,1250 0,2096
4 3 0,0224 4,3472 0,2263
5 4 0,0317 6,7949 0,1471
6 5 -0,0226 8,0406 0,1540
12 11 ~0,0023 16,1982 0,1339
18 17 - 0,0230 24,3978 0,1090
24 23 -0,0196 27,8603 0,2211
30 29 0,0272 35,6009 0,1855
36 35 0,0126 38,6314 0.2710

Utilizaremos os residuos do modelo AR(1} para obtermos as estimativas da volatili-
dade e dos parimetros associados.® As outras varidveis que entrariio nos modelos com
deformagdo temporal sio os retornos, seus valores absolutos, volume de negociagiio em
dolares, todos os defasados de um periodo e o ndmero de noites entre dois dias
consecutivos em que o mercado esteve aberto (para incorporar o efeito de dias sem
negociagao porque, sabe-se, o mercado reage de maneira diferenciada, apds um tim de
semana). O Grdtico 5 apresenta os residuos estimados pelo AR(1}, assim como os
volumes de negociagio didrios do Ibovespa.®

Foram estimados sete modelos diferentes: um sem detormagiio temporal, wés com
deformagiio temporal a tempo discreto e outros trés com detormagio a tempo continuo.
As Tabelas 2 e 3 apresentam um resumo das estimativas para os parametros dos modelos,
Os parimetros ¢, ¢,, c, e ¢, 80, respectivamente, os coeficientes das varidveis niirero
de noites entre dois dias com negociagdes, volume de negociagio, retornos e valores

8  Esabido na literatura ARCH que os estimadores que afctam a média condicional sdo assintoticamente
independentes dos estimadores que afetam a varidncia condiciomal, exceto nos modelos ARCH-M e EGARCH.
Como o Modelo de Volatilidade Estociistica sem deformagiic é equivalente a um GARCH, o procedimento de
estimagiio em duas etapas. que € wtilizado, € assintoticamente equivalente a estimagio simultfinea. Para o
Modelo de Volatilidade Estocistica com deformagfio, como a funciio de conexdo depende dos retornos
defasados, o procedimento em duas etapas pode acarretae em perda de eficiéncia.

9 Le Baron (1992) mostra um modelo semelhante a0 apresentado aqui, mas na fungdo de conexdio utiliza
volume de negocingdo sem tendéncia, Aqui nlio € necessirio retirar a tendéncia do volume de negociagio
porque a fungio de conexdo foi padronizada, ver (15).
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Grafico 5

Residuos do AR(1) ajustado aos retornos
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TABELA 2
Modelagem a tempo discreto
Modeto ! Modelo 2 Modelo 3 Modelo 4
Estima- Nivck Estima- Nivel Estima- Nivel Estima- Nivel
tiva descritivo tiva  descritivo tiva  descritivo tiva  descritivo
(%] - - 0,01043 0,00600 0,0900 0,0124 0,0802 0,0122
Cy - - —0,77700 0,02267 —0,3606 0,6550 - -
Cr - - -2,87390 0,00050 —2,7738 0,0012 -2,8124 0,0010
Ca - - 18,67300 0,00000 - - -
c& 1,7054 - 0,49390 - 1,7020 - 1,7019 -
Ty 0,137 - 1,68880 - 0,1332 - 0,1324 -
Y1 0,9716 - —-0,18940 - 0,9721 - 00,9725 -
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TABELA 3

Modelagem a tempo continuo

~Modelo 1 Modelo 2 Modelo 3

Estimativa dels\]ci;filv o Estimativa ders:fr‘;‘:ilvo Estimativa deI:cf:i(tzilv o

Cv 7,5695 0,0303 - - - -

Cr — 2,9051 0,3816 —9,5452 0,02682 - -
Ca 67,0863 0,0000 39,5020 0,0537 2,9767 0,3448
3,8200 0,4277 0,3442 0,4477 0,0735 0,0012
— 29,3738 0,4312 0,2670 0,4474 —-0,0136 0,0010
b — 86,0370 0.0000 - 6,0930 0,0000 —6,3573 0,0000

absolutos dos retornos. Os demais parimetros sdo equivalentes aos especificados na parte
tedrica do trabalho. Apesar dos elevados valores dos niveis descritivos para as vérias
estimativas da abordagem a tempo contfnuo, uma andlise dos coeticientes obtidos pode
nos informar como mudangas nas varidveis afetam o ritmo de evoluciio do tempo
operacional e da prdpria volatilidade. Se observarmos o modelo 1 a tempo continuo,
veremos que o coeficiente g € negativo, Pela equagiio (22), isto significa que quanto maior
for Ag(z), a velocidade de variagio do tempo operacional, menor serd a persisténcia da
volatilidade; a0 mesmo tempo, maior serd a varidncia do rufdo v, Sendo assim, pela
forma funcional de Ag(r), dada pelas equages (15) e (17), vemos que como ¢, € positivo,
entdo, quanto maior o volume de negociagiio do dia anterior, maior Ag(?) e, conseqilen-
temente, menor persisténcia e mais ruido para a volatilidade. Do mesmo modo, quanto
maior o valor ahsoluto do retorng do dia anterior, mais volatilidade; entretanto, quedas
nos pregos (retornos negativos) induzem uma volatilidade ainda maior pois ¢, € negativo.

Os Gréficos 6 e 7 apresentam as estimativas suavizadas da volatilidade para o modelo
a tempo discreto, baseadas nas observagbes corrigidas por heterocedasticidade [ver
Harvey e Shepard (1993) ¢ os diagramas de disperso para os quatro modelos estimados].
A volatilidade estimada sem deformagio (modelo 1) apresenta uma forma mais suave
do que as demais, enquanto para 0 modelo 2 a forma € mais errdtica. J4 os modelos 3 e
4 fornecem resultados bastante semelhantes. No Grifico 7, vemos que o modelo 2, além
de estimar uma volatilidade mais errdtica, origina uma amplitude de variagio bem maior
do que os demais modelos, sendo tal conseqiiéncia atribuida 4 presenca do médulo dos
retornos no modelo.

Quanto & adequagio destes modelos a tempo discreto, podemos observar as fungdes
de autocorrelagfio para quadrados das observagdes corrigidas por heterocedasticidade,
dadas no Grafico 8. Comparando com o Gréfico 4, que apresenta as autocorrelagies dos
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Grafico 6
Estimativas suavizadas das volatilidades para modelos a tempo

discreto
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Gréfico 7
Diagramas de dispersao das volatilidades para modelos

a tempo discreto
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Grafico 8

Fun¢des de autocorrelagées para quadrados das observacoes
corrigidas por heterocedasticidade
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quadrados dos residuos, percebe-se uma sensivel queda nos valores das autocorrelagses,
principalmente se comparado ao modelo 2, que apresenta a pior performance.

O Grdfico 9 apresenta as estimativas suavizadas da volatilidade sem e com deforma-
¢ao temporal a tempo continuo (modelo 1). Vemos que, ao contrério do que aconteceu
na abordagem a tempo discreto, ao se introduzir deformagio temporal as estimativas da
volatilidade sdo mais suaves. Tal caracteristica € oriunda do fato de o coeficiente do
processo auto-regressivo do logaritmo da volatilidade ser também um processo estocds-
tico € nfio uma constante, o que taz este coeficiente ficar menos sensivel a ruido. Esta
dimunigio da sensibilidade a ruido pode acarretar vantagens em termos de previsio. No
Gréfico 10, mostram-se as previsdes um passo i frente para um perfodo de aproximada-
mente 150 dias, baseadas nas estimativas filtradas da volatilidade. Observe que a
amplitude dos limites dos intervalos de confianga para o modelo com deformagio é
menor implicando ganhos em termos de exposiao a risco. No Gréfico 11 apresenta-se
o diagrama de dispersio das volatilidades estimadas para estes casos e percebe-se que o
inodelo com deformagio mostra uma amplitede de variagio um pouco menor.

Em termos de medidas de ajuste do modelo 1 a tempo continuo, podemos observar
no Grafico 12 que as autocorrelagtes dos quadrados dos residuos corrigidos por hetero-
cedasticidade pelo modelo | a tempo continuo, apresentam uma sensivel redugao se
comparadas aos quadrados dos residuos do AR(1). E, portanto, uma indicagio de que o
modelo foi capaz de capturar boa parte da variagao da volatilidade. Entretanto, percebe-se
que ainda permanece autocorrelagio, mostrando que nem toda a nfio-lincaridade foi
captada pelo modelo. Este fato € confirmado pelo Gritico 13, que apresenta o histograma
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Grafico 9
Estimativas suavizadas da velatilidade
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Grafico 10
Previsoes um passo a frente para volatilidade
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Gréfico 11
Diagrama de dispersao entre volatilidades suavizadas do
modelo sem deformac¢éo e do modelo 1 com deformacio
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Grafico 12
Funcdes de autocorrelagio dos quadrados dos residuos
corrigidos por heterocedasticidade
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Grafico 13
Histograma e densidade ndo-paramétrica — residuos corrigidos
por heterocedasticidade para o modelo 1 a tempo continuo
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dos residuos corrigidos mostrando caudas ainda bastante pesadas. Talvez uma aborda-
gem a tempo continuo que substituisse o movimento browniano na equagéo por algum
outro processo que implicasse uma distribui¢io a tempo discreto com caudas mais
pesadas que a normal oferega melhores resultados.

5 - Conclusoes

O principal objetivo deste artigo foi modelar a volatilidade dos retornos de ativos
financeiros através de Modelos de Volatilidade Estocdstica a tempo continuo com
deformagiio temporal. Foram apresentados também modelos a tempo discreto e obser-
vou-se¢ que a volatilidade estimada com deformagio era mais errdtica do que a sem
deformagio, o que niio acontecia quando se utilizava 0 modeto a tempo continuo. Ao se
introduzir o coeficiente aleatério no processo auto-regressivo AR(1) que governava o
logaritmo da volatilidade, boa parte da erraticidade do processo desapareceu. Sendo
assim, o processo duplamente estocdstico resultante é preferivel por conter menos ruido.
Uma segunda vantagem € a possibilidade de incorporagiio de processos observiveis com
um apelo empirico subjacente, ou seja, a idéia de alteracao do mercado, & medida que
novas informagoes chegam, permite a inclusio destes processos, observados no tempo
calenddrio, de uma forma natural, incorporados a fungio de deformagio temporal. A
terceira vantagem & a relagiio que podemos obter entre variacdes destes processos e o
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comportamento da volatilidade. Na aplicagdo aos dados do Ibovespa, encontramos que
quanto maior o volume negociado no dia anterior, maior a volatilidade do dia em questio.
Também encontramos que retornos negativos no dia anterior conduzem a uma volatili-
dade maior do que retornos positivos, o que significa dizer que, quando os pregos
diminufam, a volatilidade subseqtiente era maior do que quando 08 pregos aumentavam.
A quarta e iltima vantagem € a possibilidade de utilizar esta abordagem para dados de
alta freqii€ncia, os quais surgem de forma aleatcria e ndo igualmente espagados no tempo.
Modelos a tempo discreto nfo sio capazes de tratar de forma adequada este tipo de dados.
Uma desvantagem desta modelagem ¢ a impossibilidade de prever a velatilidade mais
do que um passo a trente, embora se o objetivo é utilizar estas previsdes para gerencia-
mento de risco esta desvantagem desapareca se o horizonte de balanceamento das
carteiras for de um dia, como € usual no mercado.

Abstract

To estimate and forecast volalility is one of the most important problems in financial economics.
The purpose of this paper is to use time deformation in order 1o improve volatility estimates. The
concept of time deformation is related to the idea that the stock market reacts to news which is not
measured in calendar time. Stochastic Volatility models with and without time deformation are
used to estimate the volatility of Ibovespa.
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