O crescimento economico 0timo em economias
com inflacao*

Octavio A. F. TouriINnHO**

Discute-se agui o crescimento econdmico étimo em modelos onde hd inflacdo e a demanda por
moeda € devida a custos de transacdo associados a utilizacdo de outros ativos pelos agentes.
Construfram-se trés modelos: um com inflagdo deterministica e dois em que ela é estocdstica. Nos
trés casos o aumento da inflagdo produz uma redugdo da rigueza e do estogque de capital per
capita no estado estaciondrio, um efeito cujo sinal é oposto ao encontrado no modelo de Tobin.
Nos modelos estocdsticos a andlise concentra-se em processos de inflagdo elevada, o que permite
que se calculem expressdes analiticas para a demanda por moeda e a taxa de juros, e identifi-
cam-se as condicdes sob as quais o aumento da incerteza da inflagéo reduz a taxa de crescimento
CcCondmico.

1 - Introducéao

O modelo desenvolvido em Tourinho (1995) para derivar a fungio de demanda por saldos
reais de moeda sob inflagdo elevada considerou uma economia de trocas, tomou como
dado o processo estocdstico dos pregos e solucionou o problema de maximizacio de
utilidade esperada do consumidor representativo. Neste artigo resolve-se o problema de
equilibrio geral correspondente, considerando duas possibilidades para a caracterizagio
do processo produtivo: que ele seja deterministico ou estocdstico,

A principal indagagio €: a economia sob inflacio estocdstica é superneutra com
relacido 3 moeda e & inflagdo? Diz-se gue um modelo é neutro com relagdo A moeda
quando uma mudanga no nivel dos saldos nominais de moeda nio afeta varidveis reais.
A propriedade de superneutralidade da moeda utilizada neste trabalho aplica o mesmo
conceito a variagOes na faxa de crescimento nominal do estoque de moeda.!

Esta questdo é analisada neste artigo no contexto neocldssico, com o auxilio de
modelos de crescimento econdmico Stimo em tempo continuo que levam em conta a
existéncia do imposto inflaciondrio sobre os saldos de moeda. Supde-se que este imposto
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1 Para uma resenha de modelos de crescimento econmico com moeda e inflagdo, ver Orphanides e
Solow (1990).
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¢ utilizado para financiar os gastos do governo, absorvendo renda que poderia ter sido
destinada ao consumo ou ao investimento privados. A resolugdo destes problemas de
planejamento, que se reduzem & otimizagio de uma fungdo de bem-estar social, permite
obter as condigBes que caracterizam o equilibrio competitivo monetirio se as circuns-
tAncias para a aplicagfio do segundo teorema do bem-estar forem satisfeitas.

O tipo mais simples de modelo apropriado para discutir estas questdes é devido a
Tobin (1965), que acrescentou a existéncia de moeda e inflacio a um modelo de
crescimento econdmico do tipo proposto originalmente por Solow, onde a poupanca
agregada depende apenas da renda corrente, através de uma taxa de poupanga fixa. Ele
concluiu que uma taxa mais rdpida de crescimento da oferta de moeda estd associada a
um estoque de capital per capita maior e, portanto, a uma renda per capita maior no
estado estaciondrio. Moeda, portanto, ndo € superneutra neste ¢aso.

A intuicdo com relagio ac efeito que conduz a este resultado € simples: a taxa de
inflag@o mais alta, associada a taxa mais elevada de crescimento da oferta de moeda,
induz os agentes a reduzirem a parcela de riqueza retida como moeda, deslocando,
portanto, o seu portfélio na dire¢io de ativos reais (capital fisico), que sio a aliernativa
a moeda para estocar valores naquele modelo. Este € um efeito similar aquele que se
pode obter em um modelo de escolha de portfélio onde o ative alternativo sfo os titulos
indexados. Esta propriedade do modelo, entretanto, ndo deixa de ser surpreendente, pois
a intensidade maior do capital indicaria uma renda per capita no estado estaciondrio mais
elevada para taxas maiores de expansao monetdria, o que parece se chocar com os fatos
estilizados associados aos processos de inflagio elevada.

O efeito de Tobin, entretanto, ndo € robusto com relagio a alteragdes aparentemente
pequenas do modelo. Ajustes na definigdo da renda disponivel podem mudar qualitati-
vamente o resultado, mesmo sob a hipdtese original de uma taxa de poupanga fixa. Além
disto, modificagGes na regra de poupanga ou na fungdo da moeda na economia também
podem tornar ambiguo o efeito da inflagio no crescimento.?

O modelo de Tobin foi reformulado por Sidrauski (1967), que trata a decisdo de
poupanga como parte do problema de maximizagio de utilidade do consumidor repre-
sentativo, ao invés de considerd-la ex6gena. Para isto ele inclui a moeda como mais um
bem na funcdo de utilidade do consumidor representativo. Neste caso, se o produto
marginal do capital depende apenas da relagfo capital-trabalho, entdo o estoque de capital
per capita assintdtico é independente da taxa de crescimento da oferta de moeda ou da
taxa de inflag@o. Portanto, no modelo de Sidrauski a moeda € superneutra.

Este dltimo resultado, entretante, ndo se mantém ante algumas alteragdes propostas
na literatura. Por exemplo, Fischer (1975) demonstrou que a politica monetdria tem
efeitos reais no estado estaciondrio quando o impacto de longo prazo da inflagdo na
intensidade do capital € considerado, isto &, quando se assume a existéncia do efeito de

2 Levhari ¢ Patinkin (3968) mostram trés casos em que o efeito da inflagio no crescimento é ambiguo,
considerando as seguintes alteragdes no modelo original: a) fazendo a taxa de poupanga depender negativa-
mente da taxa de inflagio; ) considerando a moeda como um bem de produgio; ¢ ¢) considerando-a como um
bem de consumo.
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Tobin, descrito acima. Outro caso onde a superneutralidade pode falhar ocorre quando
o produto marginal do capital depende de outros fatores além da intensidade do capital
na pradugio.

Neste artigo exploram-se as relagdes entre intensidade do capital, renda e inflagdo,
em processos de inflagdo elevada. A anilise se concentra nestes casos porque eles ajudam
a destacar os principais efeitos da inflagio, que neles sio mais dramdticos. Analisa-se
em particular como a existéncia de incerteza na taxa de inflagdo e na fungéo de producio
da economia pode afetar a superneutralidade de Sidrauski, através de trés modelos com
graus crescentes de complexidade.

Na préxima segdo, apresenta-se um modelo deterministico onde a riqueza € mantida
sob a forma de moeda ou de capital fisico e supde-se que existem custos de transagio
associados 4 ndo manutengdo de numa parte da riqueza como moeda. O tratamento dado
a motivagio parareter moeda € aquele proposto em Tourinho (1995) em um modelo que
trata apenas da escolha de portfélio. Na terceira seqio faz-se a generalizagiio do modelo
da se¢do anterior para o caso em que 0s pregos sao estocdsticos. Finalmente, na quarta
secio introduz-se mais uma fonte de incerteza, fazendo a produtividade da economia ser
também estocdstica.

2 - O modelo deterministico com poupanca enddégena

Nesta segio formula-se o problema em sua forma deterministica, pois assim ele pode ser
solucionado por controle 6timo, que permite melhor caracterizagio das condigdes
marginais do que a técnica de programacdo dindmica da préxima secéo.

Adota-se uma formulagio inspirada em Sidrauski (1967), com dois tipos de ativos:
moeda e capital fisico. Ao invés de se postular que os saldos de moeda aparecem na
fungdo de utilidade, como ele fez, considera-se agui que a moeda tem um retorno de
conveniéncia, admitindo-se que ela permile ao agente economizar no custo das transa-
¢oes requeridas para implementar seus planos 6timos de consumo e de acumulagio de
riqueza. Se este retorno nfio existisse, a moeda seria um ativo dominado nesta economia
e nfo seria retida no portfdlio do agente. Esta simetria entre as duas alternativas de
modelagem — incluir a moeda diretamente na fungio de utilidade, ou na restrigio
orgamentdria — ja foi apontada por Feenstra (1986).

A utilidade da moeda é modelada aqui introduzindo-se na equagio de equilibrio
orcamentdrio do agente representativo uma despesa que reflete o custo de oportunidade,
em recursos reais, de se reter uma fracio de sua riqueza como capital fisico. Quando
multiplicado pela utilidade marginal da riqueza, este custo pode ser interpretado como
o retorno de conveniéncia da moeda ao qual o agente renunciou, ao ndo manter toda a
sua riqueza como moeda.

Admite-se que este custo por unidade de tempo (8) é uma fungiio decrescente da
proporgio da riqueza do agente que é retida sob a forma de moeda 1, sendo nulo quando
toda sua riqueza € totaimente liquida (n = 1) e infinitamente elevado quando a fragio de
encaixes reais no seu portfdlio se aproxima de zero (n — 0). Considera-se que ele possa
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ser adequadamente aproximado por uma fungdo logaritmica negativa no intervalo

0<mn <1, como mostrado na equagio (1) e representado no gréfico a seguir, onde k > 0
¢ um pardmetro cuja unidade é aquela do bem de consumo real. Valores mais elevados

de x sdo associados com maior utilidade da moeda em facilitar transacdes e, portanto,
com um maior retorno de conveniéncia;

5= —xlog(n) k>0 (H

O retorno da aplicagao de riqueza em capital fisico é o fluxo de bens produzidos, dado
pela fungdo de produgdo f representada na equagio (2), que se supde satisfazer s
condigBes de Inada, apresentando retornos decrescentes ao capital® ( ' < 0 ):

y=flk)=fl(l-n)w] (2)

‘ Custo de transagao como funcgio da participagdo da moeda na
carteira do agente

Custo=38

3 Cendrios de crescimento enddgeno gerados por uma fungo de predugio com retornos constantes com
relagdo a um conceito mais amplo de capital, como proposto por Rebelo (1991), ndo sdo tratados neste artigo,
apesar de serem uma extensdo natural da abordagem aqui apresentada.
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Admite-se que o nimero de membros da familia representativa cresce a taxa n, que a
sua utilidade (&) depende somente do fluxo de consumo {c) & que o0s estoques de moeda
a afetam pelo seu efeito sobre a riqueza, que ocorre através da componente de custo de
transagdo (3). O problema de controle Gtimo a ser resolvido € o de maximizar a utilidade
descontada (a uma taxa exponencial p) do fluxo de consumo — equagio {3) —, sujeita
a uma restricio orcamentdria de fluxo — equacio (4) — que contém indiretamente (via
evolugdo de 1 ) a equacao dindmica de evolugio do estoque de capital:

max e Ue(r))dt @)
[ a
sujeito a:
dw .
I:w:f[(lﬂn)w]—T]wn+K10g(‘nJ—c—wn+x 4)

Alguns elementos da equagio {(4) devem ser descritos com mais detalhe: o primeiro
termo mostra que a riqueza aumenta com a produgio; o segundo € o imposto inflaciond-
rio, que reduz a riqueza do agente em um valor real igual ao produto da taxa de inflagfo
(1) pelos saldos de moeda (Mw); o terceiro € o custo de transagio discutido anteriormente;
o quinto (-wn) indica que, caeteris paribus, a riqueza per capita se teduziria a uma taxa
igual em valor absoluto & taxa de crescimento populacional.

Finalmente, faz parte também da restrigio orgamentria (4) o fluxo das transferéncias
recebidas do governo (x). Os vérios cendrios com relagio ao destino do imposto
inflaciondrio podem ser acomodados com hipéteses alternativas a respeito de x. Em um
extremo, se ele € consumido pela ineficiéncia da maquina piiblica ou resgatando passivos
anteriores ao periodo inicial, entdo x = 0. Alternativamente, se o imposto inflaciondrio
retorna integralmente ao consumidor, sob a forma de transferéncias, por exemplo, entio
x=Tmwr. A situagdo efetiva de um dado pafs provavelmente se encontra entre estes dois
extremos.

Para que o problema de otimizagio seja bem definido, especificam-se também uma
condigiio inicial sobre a riqueza e uma condigfio de transversalidade, ambas mostradas
em (5), onde V{w) representa a fun¢io de utilidade indireta da riqueza:

w(0)=w e lim [e'P‘V(w(z))]=o )

t— e

O sistema das equagdes (3) a (5) serd solucionado com a técnica de controle 6timo,*
onde a varidvel de estado € a riqueza (w) e os controles sio o nivel de consumo e a
proporgao de moeda retida no portfélio ( ¢ e 1} ). Para isto, chamando de A ( ¢ ) a varidvel

4 Para uma introdugo a técnica de controle étimo, ver, por exemplo, Kamien e Schwartz (1981,
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contempordnea de co-estado associada & equagdo dindmica de transi¢io de estado,
pode-se formar o hamiltoniano do valor presente, que & apresentado na equagio (6),
enquanto as condi¢bes marginais necessarias ao 6timo estio nas equacdes (7) a (9), s
quais se acrescenta também a equagio (4):

H=U(cy+ XA [f({l-Mn)}w)-mwr+Klogn — ¢ — wn + x] (6)
a—H:0=>U’(c)=7\. (7
de

%%=0$—f“w—wn+§:0 @®)
: dH
l=p7&—a—=p7~—l-[(1—n)f’fnft—n] )
W

Da equagfio (8) se deriva imediatamente a equagiio (10) para a demanda por saldos
reais de moeda como fungdo do estoque de capital, que por sua vez é definido por
k={1-m)w

K
L ) 10

Utilizando (7), pode-se escrever (9) como a equacgio (11):
(L-Mf’ (k) =p+n+nm—(U/U") (11

Usando (11), pode-se eliminar a produtividade marginal do capital de (10} e, definindo
a taxa de juros real (r) como na equagio (12), obtém-se a equagdo {13), que permite
calcular a propor¢do da riqueza retida como moeda. Ela mostra que essa parcela se torna
muito pequena quando a taxa de inflagao € muito elevada, o que ocorre porque a taxa de
inflagio nestes casos € pelo menos uma ordem de grandeza mator que a taxa de juros
real:

r=p+n=(U/U") + K/w (12)
nw=—% (13)
-+ r
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Substituindo na equaggo (11) a expressio obtida para ) em (13) e simplificando a
equagio resultante, obtém-se finalmente a equagio (14) para a predutividade marginal
do capital:

Frlky=r (14)

A interpretagio econdmica desta expressao pode ser feita a partir daquela usual no
modelo de Ramsey-Cass, ou seja, no equilibrio, a taxa de retorno sobre o capital fisico
deve ser suficiente para compensar a soma de trés parcelas: @) a taxa de desconto
intertemporal da familia representativa (p + n); b) a taxa de decréscimo da utilidade
marginal (U’ /U’); e ¢) o custo de transagao em reté-lo ( ¥ /w ). Este dltimo termo
reflete a perda relativa de capital fisico que € devida aos custos de transacio postulados
em (1) e aparece na equacio (14) de modo andlogo aguele como a taxa de depreciagéo
do capital fisico apareceria, caso sua existéncia houvesse sido considerada.

Na auséncia de progresso técnico exdgeno, o pendltimo termo de (14) desaparece no
estado estaciondrio, pois 0 CONSUMo per capita tem que se estabilizar. Alternativamente,
quando existe progresso técnico exégeno do tipo Harrod-neutro, caracterizado por uma
taxa y de aumento da produtividade da mao-de-obra, pode-se demonstrar que, no caso
em que a funcio de utilidade € isoeldstica ( U’(¢) = ¢~ &), a taxa de crescimento do
CONSUMO per capita serd igual a , € a expressdo para a taxa de decréscimo da utilidade
marginal adquire uma forma simples: § y. Em qualquer destes dois casos, o fato critico
é que U’ / U " serd independente de 7, o que facilita a comparagdo dos estados estacio-
ndrios correspondentes a diferentes taxas de inflagio, pois isto pode ser feito levando em
conta que o seu efeito sobre o pemiltimo termo de (14) é nulo.

Para isolar o efeito da inflagio na intensidade do capital de equilibrio, € necessdrio
fazer a anlise de esttica comparativa do sistema de equagdes dado por (12), (13) e (14).
Restringindo a atengdo aos casos descritos acima, em que a taxa de decréscimo da
utilidade marginal é constante, calculando adiferencial total de cada uma destas equacoes
para variagdes nas varidveis endégenas r, k ¢ w, quando se considera uma variagao
independente 7t e resolvendo o sistema resultante, obtém-se o vetor (15):

dw —x(m+r)7A
dar |=dn A (15)
dk WA/F(K)

-1
ondeA =31 + * L - LS
w2lf (k) (m+7r)?
Verifica-se que, se K> — w2 f 7" (k ), entio A > Qe tem-se dw /dn < 0,dr/dn>0e

dk f dm < 0, fazendo com que o efeito do acréscimo de inflagio no estoque de capital e
na renda de equilibrio seja no sentido de reduzi-lo, produzindo o efeito anti-Tobin
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mencionado na introdugdo. Em outras palavras, lembrando que ¥ € o fator de escala da

equagio para o custo de transagfo, pode-se obter aquele efeito desde que aqueles custos
sejam suficientemente elevados.

3 - O modelo com inflaciio estocastica e produtividade
deterministica

Nesta se¢io introduz-se incerteza com relagfo a inflagio no modelo da segio anterior.
Isto € feito do mesmo modo como o retorno estocdstico dos ativos financeiros € tratado
na classe de modelos que se origina com o0 modelo de consumo ¢ escolha de portfélio de
Merton (1969), que foi estendido para economias com inflagdo por Fischer (1975), o
qual admite que os pregos dos bens e os retornos dos titulos (indexados e nominais) e
acdes (que em (ltima instincia representam fragDes do capital fisico) sdio governados por
processos estocdsticos de Wiener. Ele entdo soluciona o problema de programacio
dindmica estocdstica decorrente do comportamento Gtimo do agente representativo para
computar as demandas pelos ativos. Esta mesma estratégia é adotadaa Seguir, no contexto
de uma economia de comando.’

Considere-se que o prego do tnico bem de consumo Segue um processo estocdstico
de difuséo de Itd, dado pelaequagio (16), onde dz é 0 incremento do processo estocdstico
de Wiener® z e os parimetros e 6 sdo conhecidos pelo agente e 30 fixos.? Isto significa
que, em um intervalo de tempo dt a partir de um instante arbitrdrio, a taxa de inflacdo
instantinea tem uma distribuigéo normal com média ndr e varifincia 62dr:

%:na’tﬁ-cdz (16)

O modelo € especificado em termos das varidveis reais, que sdo iguais i varidvel
nominal correspondente dividida pelo nivel de pregos, em cada ponto do tempo. O agente
decide sobre o seu fluxo real de consumo (¢} e distribui sua riqueza real (w) entre moeda
¢ capital fisico em proporces 1] e (1 - 1)), em cada momento, a partir de uma riqueza real
inicial w(0) = w,, tal como na se¢io anterior. Por stimplicidade, continuamos consideran-
do que ndo hd renda do trabalho.

Como antes, a aplicagio de capital na produgiio com um retorno real nio estocdstico
dado por (2) € a dnica alternativa a moeda® para reter riqueza. A moeda tem um retorno

5 O problema € formulado para a economia de comando, mas seria fécil especificar e resolver o problema
equivalente para uma economia descentralizada competitiva.

6 Para uma introdugio ao uso dos métodos de programagao dinimica com processos de [t em problermas
de selegio de portfdlios, ver, por exemplo, Merton (1971) ou Fischer (1975},

7 A constincia dos parimetros nio é critica para a derivagiio que se segue.

8 Isto nfio envolve nenhuma perda de generalidade, pois Fischer (1975, p. 520) mostrou, em um modelo
similar que permite a existéncia de titulos nominais, que seu preco serd precisamente aquele que garante que
em equilibrie nenhum deles exista, desde que as expectativas sejam homogéneas.
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nominal nulo, pois seu prego é igual & unidade. A desvalorizagio dos saldos reais de
moeda depende da variagio de pregos, o que faz com que o retorno real ao reter moeda
(g..= 1/P) seja estocdstico. Ele pode ser calculado pelo lema de Itd, produzindo a equagao

('

di
% - (~n+0d)dt - odz (17

O problema estocdstico andlogo ao das equagdes (3) a (5) € aquele especificado nas
equagdes (18) a (20), onde o objetivo passa a ser a maximizagdo de utilidade esperada.
Na nova restri¢ao orgamentéria — equagdo 19 —, o custo para os agentes de reter moeda
em seu portfélio é obtido da equagdo (17), enquanto os outros termos sdo iguais aos
termos respectivos da equagfo (4):

max &g {e P U(c(1))dl (18)
¢ n 0

sujeito a:

dw = f{(1 —T'I)W]dt+T1w[(—‘n:+02)d!*0dz] +

+ Kklog(n)dr — cdt — nwdt + xdt _ (19)
w(0)=w e 1im§[e*P‘V(w(:))]=0 (20)
=y ca

A natureza estocdstica deste problema de maximizagiio tem uma racionalizagio
natural, quando se considera que o imposte inflacionério, correspondente ac custo de se
reter moeda, financia a parcela do déficit real do governo que ndo encontra cobertura no
acréscimo de endividamento. Admitindo que ¢ endividamento real seja constante no
longo prazo, a restrigio orgamentdria do governo exigird, entdo, que a taxa de inflagéo
seja aquela que produz um fluxo de receita inflaciondria suficiente para financiar o
déficit. Supondo que o déficit futuro das contas do governo € exdgeno e incerto, as
expectativas racionais dos agentes serdo de que a expansio da oferta monetdria futura
seja estocdstica, o que daria origem a uma taxa de inflagdo cujo comportamento poderia
ser governado pela equagdo (16).
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seja estocdstica, o que daria origem a uma taxa de inflagéo cujo comportamento poderia
ser governado pela equacio (16).

Para resolver o problema especificado nas equacdes (18) a (20), pode-se escrever a
equagio (21), derivada do principio bésico da programagao dinimica estocéstica, que
deve ser satisfeita pela utilidade indireta da riqueza— V(w) —e pelas trajetdrias Gtimas
da varidvel de estado (w) e de controle {c):

Ule)+pV(w) =

= max { F(l-myw)+nw(-7 + 0%) +Klog(n)—c—nw+x]V’(w)}+
e

+ (/2w etV (w) 21

Obtendo-se as condigdes de primeira ordem para o problema de maximizagio dentro
dos colchetes em (21), pode-se derivar (22) e (23):

Uile) =-V'(w) (22)

2 V7(w) 2 2

7w =0 (23)

K+[—n+62—f’((1—n)w)]nw+cr

Este sistema admite uma solugio aproximada para os casos de inflagiio elevada,
quando entfio o termo quadrético de (23) pode ser desprezado. Isto ocorre se a taxa
exogena de expansdo monetiria (8 = d log M /dt ) for elevada, pois neste caso a taxa
de inflagdo no estado estaciondrio (ondem = 0)serdigual a0 - n e também serd elevada,
situagio que corresponde a processos onde o déficit real do governo é grande, em termos
relativos. Neste caso, a fragio da riqueza retida como moeda serd diminuta, fazendo com
que o tltimo termo de (23) seja pelo menos uma ordem de grandeza menor que os outros,
devido a presenga do termo em 12,

Esta aproximagdo pode ser empregada desde que os parmetros do termo quadrético
de (23) ndo sejam elevados o suficiente para torna-lo relevante, ou seja, que a ordern de
grandeza do coeficiente de 2w seja no maximo igual A ordem de grandeza do coeficiente
do termo linear ( Mw ). Escrevendo o termo quadrético como 62 R12w, onde R & a
aversdo relativa ao risco, verifica-se que aquela condicdo tende a ser satisfeita, pois a
ordem de grandeza de 62 serd menor que a de T, enquanto valores estimados de R sdo
da ordem de 10. Assim, no caso de processos de inflagdo elevada, que produzem )
proximo de zero, pode-se escrever (23) como a equago aproximada (24):
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K
r-o + f (k)

nw = (24)

Para calcular a intensidade do capital de equilibrio, pode-se tomar a derivada parcial
da equagio (21) com relagao & varidvel de estado w, utilizando no processo o teorema
da envoltéria,® o que dd origem & equagdo (25).

[(1=m)f ((]—mw)+ (- +06)n+nlV (w)+

[F((1—n)w) +Mw(-m+0")+
PV’ (w) = (25)
+xlog(n)—c—nw+x] V" {(w)

+ WV (w) + (1/2)0P W V7 (w)

Para simplificar (25), deve-se reconhecer que os termos em 12 podem ser desprezados
pelas razBes j4 expostas e notar que o termo entre colchetes na segunda linha nada mais
é do que o valor esperado de dw. Pode-se entdo escrever a equagao aproximada (26):

d LE]
o= [(1-mif o+ (nranen)+ 2T 0

Finalmente, usando (24) para eliminar 1 de (26) e (22) para escrever a utilidade
indireta em termos da fungo utilidade, tem-se a equagdo (27), que permite calcular o
valor aproximado da intensidade do capital de equilibrio. Como elaé (aproximadamente})
igual & equagdo (14}, verifica-se que a introdugao de incerteza com relagfio 2 taxa de
inflagdo ndo alterou a formula da intensidade do capital de equilibrio obtida no modelo
deterministico e ndo inclui explicitamente a variincia da taxa de inflagao: 19

f(ky=r=p+n— (U /U ) +K/w 27)

Utilizando (27), a demanda por saldos reais de moeda obtida na equagdo (24) pode
entio ser escrita em termos dos parimetros do modelo como na equagio (28):

9 Para uma fungao que ¢ definida como o resultado de um problema de maximizagio, pode-se desprezar
oefeito sobre os valores 6timos dos maximandos, ao calcular a derivada com relagio a um pardmetro da fungao.

10 A incerteza na taxa de inflagfio tem, entretanto, um efeito indireto em (27), pois afeta tanto a intensidade
de capital como a renda de equilibrio.
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W £ : (28)

T—-G +r

A interpretagio econdmica das condigdes (27) e (28) € elementar, & vista da segiio
precedente: a condigio usual de Ramsey-Keynes se acrescenta uma regra de portfélio
muito simples, onde a fragao da riqueza conservada sob a forma de moeda é uma fungdo
inversa da taxa de inflagdo esperada, corrigida para a existéncia de incerteza inflaciondria.
A comparacio de (28) e (13) mostra que a introdugio da incerteza traz como conseqlén-
cia o aparecimento da variancia, com sinal negativo, no denominador da €xpressio para
a demanda por saldos reais de moeda.

A equagdio (28) € idéntica aquela obtida por Tourinho (1995) em um modelo de
escolha de portf6lio numa economia com titulos indexados. O modelo aqui apresentado
¢ andlogo aquele, caso se leve em conta que as empresas que emitem os titulos indexados
devem estar em equilibrio, sendo, portanto, necessério que a taxa de Juros real dos titulos
indexados seja igual a produtividade marginal do capital, como especificado em (27).
Entretanto, o modelo de equilibrio geral aqui apresentado tem a vantagem de permitir o
cdlculo da intensidade do capital de equilibrio e, portanto, a taxa de juros, a partir dos
pardmetros bdsicos desta economia.

A resposta aproximada dos saldos reais de moeda em (28) a um aumento do risco
inflaciondrio admite uma interpretagao natural do ponto de vista econdmico. A medida
que a varidncia da taxa de inflagfio aumenta, hi um aumento na demanda POr encaixes
reais, para assegurar o agente contra a possibilidade de ter que conduzir seus negdeios,
com estoques insuficientes de moeda e ter que abrir mio dos elevados retornos de
conveniéncia de moeda.

Pode também existir outro efeito, que tende a reduzir a demanda por moeda: a
elevagiio na varidncia da taxa de inflagfio aumentaria o tisco de variagfes na riqueza,
devido & retengdo de estoques de moeda, e induziria agentes avessos ao risco a reduzir
seus estoques de moeda, para reduzir o risco de seu portfslic total. Este efeito nio estd
presente na equagio (28) porque ele sé € importante se o grau de aversio ao risco é
suficientemente elevado para produzir ajustamentos significativos no montante de
moeda retido pelo agente. Ele somente serd importante se os beneficios de evitar o risco
adicional sdo grandes o suficiente para justificar incorrer em custos mais altos de conduzir
0s negdeios com estoques significativamente menores de moeda. Este motivo para reter
moeda, associado ao efeito de recomposicio da carteira de ativos, € de uma ordem de
magnitude menor do que o motivo transacional descrito acima, dando origem a derivada
parcial positiva dos saldos reais com relagao a inflagio.

Como no caso deterministico, a andlise de estdtica comparativa para obter o efeito da
inflagdo na riqueza e na intensidade do capital de equilfbrio depende do cdlculo das
derivadas totais do sistema de condiges de primeira ordem (27 e (28), admitindo,
entretanto, variagSes tanto na inflagdo esperada como na sua varidncia (dr e do2):

12 Pesq. Plan. Econ., v. 26, n. 1, abr. 1996



dw —K(n—02+r)_23

dr | = (dn - do*). B (29)
dk WB/f (k)
-1
K 1 K
=1 +— -
onde B l: + = ) (n—02+r)2}

Verifica-se em (29) que, tal como no modelo deterministico, uma condig#o suficiente
para que B > 0 e se obtenha o efeito anti-Tobin { dw/dr <0, dr/dn > 0 e diddn < 0) € que
0s custos de transagdo sejam suficientemente elevados, isto €, que K > — w2 f (k).

A anilise do efeito de uma elevagdo da incerteza da inflagdio deve levar em conta que
um aumento do parAmetro 2 altera o retorno real (negativo) de reter moeda, como se
pode ver na equagdo (17). Este efeito paralelo estd presente em {28), o que faz com que
a utilizacio direta daqueles coeficientes nio permita isolar o impacto do aumento da
inflagdo.

-

Para caracterizar exclusivamente o efeito do aumento da incerteza é necessdrio
considerar um aumento simultaneo de 7 ¢ 62 que nfo produza alteragdes no retorno de
reter moeda no portfélio, ou seja, tal que dr - da? = 0. Ora, examinando (28), verifica-se
que um aumento de incerteza que atenda a essa condigdo, isto €, que seja um mean-pre-
serving spread, ndo tem efeitos reais neste modelo onde apenas a inflagio € estocdstica.
Como os fatos estilizados de economias com inflagio elevada sugerem que um aumento
da incerteza inflaciondria tende a reduzir a renda de equilibrio, desenvolve-se na préxima
secdo um modelo onde se obtém tal efeito introduzindo incerteza também na esfera
produtiva da economia.

4 - O modelo com inflacio e produtividade estocasticas

Para tentar isolar um segundo canal através do qual a inflagio elevada pode afetar a
intensidade do capital e a renda per capita no equilibrio estaciondrio e para refletir mais
fielmente a estrutura financeira de economias sujeitas a inflagio elevada, admite-se, nesta
se¢ao, a existéncia simultinea de moeda, titulos indexados e capital fisico. Neste caso,
quando a taxa de inflacio esperada se eleva, hd uma fuga da moeda, e a riqueza assim
liberada nfo se dirige ao capital fisico, como no modelo de Tobin, ou parcialmente ao
consumo, como no de Sidrauski, mas € utilizada também para adquirir titulos indexados,
reduzindo o investimento e provocando uma queda na taxa de crescimento de equilibrio.
A seguir se verd com mais detalhe sob que condicdes se pode esperar a ocorréncia deste
efeito de crowding-out do investimento.

Supde-se nesta se¢do que a taxa de inflagio € incerta, como na anterior, € admite-se
que os titulos indexados pagam uma taxa de juros real r igual A produtividade marginal
do capital. Caso ndo houvesse incerteza na produgio e os pregos dos insumos e produtos
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fossem perfeitamente indexados 3 inflagio, o equilibric seria determinado!l pelas
condigdes (24), (25) e (13), e os agentes seriam indiferentes entre reter riqueza sob a
forma de capital fisico ou de tituios indexados. Neste caso, a parcela retida sob a forma
de capital fisico serd aquela requerida pela produgdo e determinada pela condicio de
Ramsey, e o excedente de riqueza serd aplicado em titulos indexados. Portanto, o caso
da existéncia de titulos indexados em um contexto de produtividade deterministica pode
ser analisado com o modelo da tltima secio. Considera-se nesta $e¢do 0 caso em que a
fungdo de produgdo apresenta produtividade estocsstica, da forma especificada na
equacio (30):

y=f(k)[dt+vdz|] (30)

O componente estocdstico estd associado as variagdes aleatdrias na produtividade real
da economia que podem ocorrer em um ambiente de inflagio elevada, e que sdo devidas
as dificuldades de operar a economia eficientemente e de planejar adequadamente os
investimentos naquela situagdo. Esta formulagio pretende enfatizar os custos da inflagio
associados ao aumento da incerteza que ela produz na economia. E importante notar
também que, tal como foi especificado, este risco ndo & diversificdvel, tanto em nivel
individual quanto agregado.

Chamando de 1, e 1, a fracfio da riqueza que € retida sob a forma de capital fisico e
de moeda, respectivamente, continuando a denotar a tendéncia e o desvio padrio do
processo estocdstico para a taxa de inflagao por %t e ¢ e fazendo a correlagio entre os
componentes estocdsticos do produto e da inflagio (dz, e dz,) ser igual a @, o novo
problema de maximizagao pode ser escrito como nas equagdes (31) a (33}

max & [ P U(c())an (31)
amn; g

sujeito a;

dw = f(nw)ldi +vdzy ]+ Myw. [(~T + 6)dt — odz,] +

+(1—nl~n2)wrdt+1c]og(n2)dt—cdr—nwdt+xdt (32)
w(0)=w e lmE[e P V(w(t))] =0 (33)
I oo

11 A solugdo formal é omitida por brevidade.
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A equagdo bdsica do problema de controle Gtimo estocistico enunciado acima,
derivada do principio de programacgio dindmica estocéstica, € apresentada na equagio
(34):

U(c) + [f(mw)+mw.(~m+06")+ (1 _ni—n2)wr+

+ Klog(Me2)—c—nw + x¥V’ ' (w) +
pV(w) = max (34)
c, 1, Nz [(f(nlw))2v2+"q§w202—

vV (w)
2

-2f(mw)vmwow]

Obtendo-se as condigdes de primeira ordem para o problema de maximizagdo dentro
dos colchetes em (34), pode-se derivar as equagdes (35), (36) e (37), onde 0s argumentos
das fungdes fe V foram omitidos:

Ur(e)=-V"{w) {(35)
L+ (FV - cu)L- (36)
f’_ v v, W e
2 : v 2.2 2 V"
K+n2w.[—n+c -r-f'voo V,]+n2w c v =0 (€Y)]

De modo andlogo a estratégia empregada na segfo anterior, a solugio aproximada da
equagdo (37) para situacGes de inflagdo elevada pode ser obtida desprezando o seu termo
quadratico.12 Substituindo a taxa de juros (r) pelo seu valor em (36) e resolvendo o
sistema resultante, verifica-se que o nivel de demanda por moeda serd dado pela equagfo
(38):

LY
wn, = 2 (38)
R-0 +r+ f(k)veo. (U”/U")

Note-se, inicialmente, que a equagio (24) € obtida a partir de (38) quando nio h4
incerteza na produgéo (v = 0). A comparagio destas duas equagdes mostra também que
0s saldos monetdrios serfo maiores no caso em que a produtividade é estocdstica se @ > 0,
isto &, se houver correlagéo positiva entre as componentes estocdsticas da taxa de inflago

12 A aproximagio pode ser empregada desde que a variiincia do processo estocdstico dos pregos ndo seja
muito grande, que a moeda ndo seja tio indispensdvel que sua participagio no portfélio do agente seja elevada
€ gue 08 agenfes nao sejam excessivamente avessos ao risco, de modo a permitir a mesma simplificacao feita
para derivar a equacao (24).
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e da produtividade, pois V" ¢ negativo, A interpretagdo ccondimica do tltimo termo no
denominador de (38) pode ser feita com base no Modelo de Pregos dos Ativos de Capital
(MPAC), pois ele apenas ajusta o custo de oportunidade de reter moeda (r + r) para que
sejalevado em conta o seu risco ndo-diversificivel. Como usual, isto se faz acrescentando
aquela taxa um termo igual ao produto entre o preco do risco e a covariincia entre a taxa
de retorno da moeda e a do "mercado” (no caso, apenas o capital fisico), que sdo iguais,
respectivamente, a V'/ Ve fva .

A equagiio (36), derivada da condig@o marginal com relagdo a proporgio de capital
fisico no portfélio, ¢ a regra de determinacéo da taxa de retorno de equilibrio dos titulos
mdexados. Ela serd igual & produtividade marginal do capital no equilibrio estaciondrio,
porém corrigida por uma expressdo que se anula quando nio hd incerteza na produgio,
isto €, quando v = . Substituindo (38) em (36) e considerando situagfes de inflagio
elevada, o segundo termo entre parénteses em (36) pode ser desprezado, produzindo a
equagio (39), que mostra que a taxa de juros real de equilibrio dos titulos indexados nos
processos de inflagho elevada serd igual 2 produtividade marginal do capital acrescida
de um prémio de risco:

rEf’(k)(1+v2f(k)%} (39

A caracterizagio completa do equilibrio exige que se obtenha mais uma equagio para
calcular a taxa de juros dos titulos indexados em fungio dos pardmetros do problema.
Para isto pode-se utilizar a mesma estratégia empregada na dltima segdo para derivar a
equagdo (26}: calcular a derivada parcial da equago bisica do problema de programacio
dindmica — equagio (33) — com relagio a varidvel de estado w, o que produz a equacio
(40):

(M + M (- +6 )+ (1 ~m —ny)r—nl.V +
+[f+n2w.(~n+02)+(l =Ty - My dwr +

pV’ +Klog(ﬂ2)—c—nw+x]_V”+ (40)

+[ff’nlv2+n§w02—vnzcm.(f’n]w+f)].V” +

ray

+ [f2V2 + nzwzcz - 2fvn2wcm]%-—

Esta equagido pode ser simplificada nos casos de inflagdo elevada desprezando os
termos em ni e os termos multiplicados por V' coletando as parcelas em nemn,e
utilizando a restri¢io orgamentdria (32), para obter a equagio (41):

16 Pesq. Plan. Econ., v. 26, n. 1, abr. 1996



L FEFTRVIIV) - rl 4
o= + My -+ 6+ fven. (V7/V)]+ @1
d LRl
+r-n +¥%+n1f’n2wvom.(vwv*)

Finalmente, utilizando (38} e (39) para simplificar a primeira linha de (41) e despre-
zando o iltimo termo da segunda linha, obtém-se a equagio (42), que generaliza a
condi¢io de Ramsey-Cass e € andloga & equagio (27):

1R

r=p+nf%+ (42)

= |

f’(k)[1+f(k)v2%]

O efeito de um aumento da taxa esperada de inflagdo na equacdo (42) pode ser
analisado do mesmo modo como foi feito na equagao (27), indicando que ele conduz a
uma redugdo da intensidade do capital e da renda de equilibrio.

De modo similar ao modelo da se¢io anterior, o aumento da incerteza inflaciondria,
feito de modo a preservar o retorno real médio da moeda, nio produz efeitos no lado real
da economia. Por outro lado, analisando o efeito de um acréscimo da incerteza na
eficiéncia produtiva (v2), verifica-se que ele causa uma redugao na intensidade do capital
e da renda de equilibrio!3 e, na medida em que um aumento da incerteza da inflagdo
esteja associado a um aumento da incerteza na produtividade, produz efeitos reais
deletérios para o crescimento econémico.

5 - Conclusao

Neste artigo exploraram-se as implicagdes tedricas de se considerar que a taxa de inflagéo
e a produtividade da economia sejam estocdsticas, no contexto do modelo neocldssico
de crescimento econdmico 6timo estendido. Admite-se que a demanda por moeda é
devida a custos de transa¢do que sio fungdo da proporgio de moeda no portfélio dos
agentes e consideram-se trés modelos com grau crescente de complexidade: um modelo
deterministico, um outro onde apenas a infla¢iio € estocdstica e um terceiro onde tanto a
inflagdo quanto a produtividade sfo estocdsticas.

Para cada um dos trés casos o equilibrio € caracterizado calculando-se a taxa de juros
de equilibrio, a condigdo marginal que permite obter a intensidade tima para o capital
¢ a demanda por saldos reais de moeda.

13 E importante notar que este efeito, derivade da solugio do modelo, ¢ devido i estratégia 6tima dos
agenies econdémicos avessos ao risco quando confrontados com um aumento de incerteza tecneldgica.
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A andlise de estatica comparativa mostrou que em todos os casos obtém-se um efeito
anti-Tobin: aumentos da taxa de inflagio esperada produzem redugdes na intensidade do
capital e da riqueza de equilibrio. Por outro lado, aumentos da variabilidade da inflagdo
que preservam o retorno real da moeda ndo tém efeitos reais. Entretanto, quando
aumentos da variabilidade da inflagio estdo associados a aumentos da variabilidade da
produtividade da economia, eles também t8m efeitos deletérios sobre a intensidade de
capital.

No seu conjunto, os modelos apresentados neste artigo explicariam, pelo menos em
parte, a queda do crescimento econdmico, as taxas reais de juros elevadas e a elevada
varidncia do produto real que se observam em geral nos processos de alta inflagfo.

Abstract

The impact of stochastic inflation and producivity on the optimal economic growth is analyzed in
a model where the demand for money is due to transactions costs that arise when other assets
besides money are used to implement the agent’s consumption plan. It is shown that the increase
in the expected inflation reduces the per capita expected wealth and capital stock in the steady
state, an effect whose direction is opposite to the one found in Tobin's model. The concentration
of the analysis on high inflation processes focuses attention in the cases where these effects are
larger and simplifies of the analytic solution of the model, yielding closed form solutions for the
demand for money, the interest rate and the equilibrium capital stock. It is found that a
mean-preserving increase of the inflation uncertainty only has real effects if it is associated with
an increase in the variability of the productivity.
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