Interpretando variacoes nos indices de
desigualdade de Theil*

Lauro RAMOSs**

Este artigo propde-se a oferecer uma interpretacdo mais intuitiva para as variacdes nos indices
de desigualdade de Theil, Para tanto, as transformagodes ocorridas na distribuicdo sdo “sinteti-
zadas” por esquemas simples de taxas e subsidios que, aplicados a distribuigdo inicial, geram
uma distribuigdo imagindria com a mesma desigualdade da distribuicdo final, conforme medida
por aqueles indices. A titulo de ilustracdo a técnica ¢ aplicada ds variagdes observadas na
distribui¢do de rendimentos no Brasil enire 1977 ¢ 1985.

1 - Introducio

Nos tltimos anos vdrios trabalhos [Bonelli e Sedlacck (1989), Reis e Barros (1989),
Ramos (1990), entre outros] preocuparam-se com a evolugio da desigualdade de
renda. A andlise desta evolugio baseia-se comumente no cilculo de um indice de
desigualdade em diferentes periodos, de tal sorte que quando o indice cresce de um
periodo para outro diz-se que, de acordo com ele, a distribuigio de renda “piorou”
naquele intervalo de tempo, e vice-versa. !

Este procedimento, todavia, ¢ de pouca ou nenhuma valia para a avaliagio da
magnitude das transformagdes nas rendas individuais responsédveis, em ultima
andlise, pela variacdo nos valores do fndice, mesmo quando esta € estatisticamente
significativa. Naturalmente esta limitagio nio ¢ uma caracteristica especifica dos
indices de desigualdade. Em geral qualquer indice ¢ incapaz de fornecer muita
informacgao a respeito das transformagdes que acontecem no interior da estrutura
a que eles s¢ referem, pelo fato bésico de serem medidas agregadas que visam a uma
descri¢do sumdria de um conjunto de forgas e mecanismos em agio dentro daquele
contexto. O aspecto do problema mais especifico as medidas de desigualdade € que
suas estruturas, no mais das vezes, ndo sio transparentes, tornando extremamente

*  Agradego a Rodolfo Hoffmann e Eleonora Santos pelas valiosas criticas e sugestoes em versdes

anteriores deste trabalho.
** Do IPEA-Rio.

1 Aquiestd implicita a hipStese de que ndo hd modificagdes importantes no processode mobilidade
de renda. H4 indicaghes, no entanto, de que houve variagbes sensfveis nesta mobilidade em periodos
recentes [Pastpre (1989), Adelman e Morley {1990)].
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dificil a formagdo de uma “intuigdo” para o significado de alteragOes em seus
valores.

Neste artigo tentaremos caminhar na dire¢do de prover meios mais familiares e
intuitivos para entender a dimensao das mudangas associadas a uma determinada
variagdo nos valores dos fndices propostos por Theil (1967). Para tanto, tais
variagdes serfdo traduzidas, via mecanismos hipotéticos de redistribuigao, em um
esquema simples de taxas e subsidios que, aplicados 4 distribuicao do ano ¢, gerariam
uma distribui¢io imagindria com o mesmo indice de concentragio daquela do ano
r+1, quando medido por um daqueles indices.

O primeiro destes mecanismos consiste em um esquema de taxagOes/subsidios
seletivos, de acordo com a posi¢io dos individuos na distribuigio ¢ o hiato entre
seus rendimentos ¢ a média populacional. Em termos mais concretos, todos os
individuos teriam seus rendimentos (Y; ) alterados em 8(x - Y, ), onde 0<6=<1%¢
u corresponde 3 renda média da populagio, de tal modo que suas “novas” rendas
(Y,”) seriam dadas por:

Y = Y +0(k-Y) = (1-0)Y,+ 8 (1)

Este esquema de realocagio de renda € obviamente compativel com uma seqiién-
cia de transferéncias progressivas do tipo Dalton-Pigou” que preservam tanto a
média como a ordenagdo da distribuigao original.* Ele porlle ser entendido como
uma taxagio seletiva e proporcional (1sto €, um imposto apenas para aqueles que
¢stdo acima da média, e igual a uma percentagem da parcela acima desta), em
conjunto com um subsidio seletivo e proporcional (ou seja, apenas para aqueles
abaixo da média, equivalentc a uma (})eroentagem fixa de sua distincia a ela),” que
operam no sentido de “melhorar” a distribuigdo.5 Naturalmente, quanto maior for
6, maior ser4 a redistribuigio e, conseqiientemente, maior a “melhoria” associada.

Alternativamente serd analisado um esciuema de redisiribuigdo, chamado aqui
de “transferéncias em bloco” por simplicidade, onde 4.100% da renda dos
(1 — p).100% (0<p<1)individuos mais ricos sao transferidos para os p.100% mais
pobres, o que, admitindo-se que arrecadagio e distribuigio sdo feitas de modo
proporcional dentro de cada estrato, implica a elevacio da renda destes em
7.100%,” ou seja, as “novas” rendas seriam dadas por:

2 [Esla restrigio assegura que a distribui¢do assim induzida iria Lorenz-dominar a distribuigio
original. Assim, os indices de Theil, como qualquer outra medida de desigualdade compatfvel com o
critério de Lorenz [ver Barros € Ramos (1989)&, decresceriam apés a redistribuigao,

3 Se,alternativamente, definimos -1 <8 <0, o processo seria equivalente a uma série de transferén-
cias Tegressivas.

4 Valesalienlar que 0 mecanismo proposto por Blackburn (1989) em um exercicio semelhante para
o coeficiente de Gini induz reversdes na ordenagio dos individuos de acordo com seus rendimentos.

5 Tal esquema pode ser visto, allernativamente, como um imposto proporcional 4 renda individual
(9. 100% Y;), com posterior reparti¢io eqiiitativa do total assim gerado.

6 Ou piord-la, no caso em que -1=¢=<0.

7 Pode-se mostrar que, para valores razogveis de 4 < 0, a distribuigdo assim gerada Lorenz-domina
a original, o contririo ocorrendo para A > 0.
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Y7 = (144, para o estrato superior (2a)

Y =(1+0Y, para o estrato inferior (2b)

2 - O indice T de Theil

O primeiro indice proposto por Theil, o T de Theil, ¢ definido por:

N
T = (N) Y (Y;/n)log(Y;/n) 3
i=1

onde N € o tamanho da populagio em questio.
Quando a populagio, por um critério qualquer, € dividida em, digamos, G grupos
distintos, pode-se reescrever T da seguinte maneira:

G G

T = Eagﬁg log a, + Eagﬂng (4
g=1 g=1

onde a, = Y,/u, ﬂg =n/N, Y, € a renda média dos membros do grupo g, n,€0

nimero de elementos do g-ésimo grupo ¢ T, ¢ o indice de Theil relativo exclusiva-
mente dquela categoria.

2.1 - Taxagao proporcional ao excedente em relacio 3 média

Se substituirmos (1) em (3), temos que:
N

T’ = (I/N).Zl{[(l—8)Y,-+6y]/,u}log{[(1-B)Y,-+6,u]/,u} =

N
= (VN (1-8)(Y;/u) +0110g[(1~8) (Y, /u) +6] =

i=1

Interpretando variagdes nos Indices de Theil 481



N
=(U/N)Y [(1-8)a;+8]log[(1—8)a; +6] 5)

i=1
Aplicando uma expansio de Taylor de primeira ordem, tem-se que:

log[(1-8)a;+8] = loge; + 8 (1 ~a;) e (6)

Substituindo (6) em (5), chega-se a:

N N
T’ = (I/N){(l—ﬂ)zailogai+(l*8)92(1-aj-)+
i=1 i=1

N N
+82|0ga‘-+822[(1—a,-)/ai}}

i=1 i=1

Enquanto o segundo termo na relagdo acima € igual a zero, o dltimo € negligivel
s¢ 62 < min {,}.8 Assim, pode-se escrever que:

N N
T' = (1-8)[(/N) D aloga;1+0[(1/N) D loga;]

i=1 i=1

O primeiro termo entre colchetes nada mais € do que o T de Theil original, ¢ 0
segundo corresponde ao reciproco da segunda medida proposta por Theil, o L de
Theil. Assim:

T’ = (1-6)T—6L » AT =T'-T = —§(T+L) )

Para relacionar o resultado em (7) com a magnitude da mudanga na distribuigao
entre dois instantes de tempo basta pensar em quio grande deveria ser a taxa (6;)
que, aplicada as rendas do periodo inicial, geraria uma distribui¢ao com um indice
T de Theil igual ac do periodo final. Tal medida € prontamente obtida de (7):

8 Esta ¢ uma condicio suficiente, mas nao necesséria, para a maioria das distribuigbes estatisticas
mais comuns. Vale frisar também que esta restrigao limita a aplicabilidade do resultado final ac contexto
de rendas positivas. Para um 8 igual a 0,1, que, como serd visto adiante, corresponde a alteragbes de
monta na distribuigho, esta restrigio equivale a requerer que as rendas mensais individuais, no caso
brasileiro, sejam superiores a 1/20 do saldrio minimo, conservadoramente.
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Op = (I,-T, .1 (T, + L) 8

onde T, ¢ L, sd0 os indices de Theil para o periodo inicial e T, , é o fndice para o
periodo final.

3 -0 indice L de Theil

O segundo indice de Theil, o L de Theil, é definido por:

N
L =log(u/M) = —(L/N)Ylog(Y;/p) =

i=1
N
= —(1/N ),21103 a; (9)

onde M € a média geométrica das rendas individuais.

Quando a populagio ¢ dividida em G grupos distintos, pode-se reescrever L da
seguinte maneira:

G G
L=-%floga + B L, (10)
g=1 g=1

ondea, =Y /u, B, = n, /N, Y, € a renda média dos membros do grupo g, n,éo

namero de elementos do g-ésimo grupo e L . € 0 L de Theil relativo exclusivamente
aquele grupo.

3.1 - Taxagio proporcional ao excedente em relacio 3 média

A nova indicagao do indice L de Theil — L’ —apés a redistribui¢do de acordo com
(1) € dada por:

N
L' = —(1/N)Elog{{-(1—9)Y,—+6y]/ﬂ}=

i=1
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N

=-(1IN) S log[(1-8)e;+6] (11)
i=1

Substituindo (6) em (11), chega-se a:

N N
L'==(UN)Yloga;= 8(I/N) 3, [(1-a;)/a;]=
2

i=1 [

N
=L-8(U/NYY [(A-a)e] =

i=1

N
==8=(L—L‘)/{(I/N)E[(l—a'-)/ai]} (12)

i=1

A partir de (12) tem-se que a taxa (6, ) que, aplicada s rendas do periodo inicial,
geraria uma distribuigio com um indice de L de Theil idéntico ao do periodo final
é:

N
6 = (L= L ) {(UN) Z T~ )Va;] ) (13)
i=1

onde L, e L,,, sdo os L de Theil para os perfodos inicial final.?

Quando a populagio é dividida em G grupos, a expressao anterior pode, igno-
rando-se os efeitos da redistribuigio no interior de cada grupo,1? ser reduzida a:

G
e'L;(L,—L,H)/E{[(1—ag)/ag]ﬁg} (14)
g=1

Na verdade &', €, em termos absolutos, uma superestimativa da verdadeira taxa,
na medida em que os efeitos da redistribui¢io de acordo com (1) no interior de cada
grupo sdo sempre na diregio desejada. Isto €, se por exemplo o objetivo da

9 Nole-se que o denominador em (13) € igual a diferenga entre a razio das médias aritmética ¢
harmdnica das rendas individuais € a unidade.
10 Isto €, admitindo que L, = L, em (10).

484 Pesq. Plan. Econ., v. 20, n. 3, dez. 1990



redistribuicao é a reducio da desigualdade, o efeito dos & positivos em (1) é no
sentido de reduzir as desigualdades internas de cada grupo. A desconsideracio
deste impacto traduz-se em taxas maiores que aquelas de fato necessdrias. Racio-
cinio andlogo leva 2 mesma conclusdo para o caso onde a meta da redistribuigdo
hipotética € a elevagdo da desigualdade. E claro, uma possivel preferéncia por 6°;
em relagio a 6, poderia ser explicada pela diferenca no grau de dificuldade
envolvido nos cilculos (como, por exemplo, a naturcza dos dados e Os Custos
computacionais).!!

3.2 - Transferéncias em bloco

Suponhamos que a populagio ¢ agrupada em dois blocos quaisquer. S¢jam p, €5y
as fracoes da populagdo e da renda total relativas ao primeiro grupo,ep, = 1-p;,
5, = 1 -3, aquelas relativas a0 segundo.!? Seja L o grau de concentra¢io de renda
nesta populagdo conforme 0 L de Theil. Podemos entao escrever que:

L = —[plog(s1/py )} + P 108 (5/P2) | + Pyl + PoLy (15)

Se os membros do segundo grupo sdo taxados em 1.100% e os do primeiro
subsidiados em 7.100%, conforme descrito por (2), amudanga no L de Theil € dada

por:13

L-L’'=AL =plog(l+z)+pylog(l+1) =
e:p11+(l—p1)}.»AE(AL—plr)/(l—pl) (16)

Para que a renda total permanega inalterada tem-se que:

11 Desnecessirio frisar, precisio e simplicidade caminham em diregbes opostas. Nesta linha, a
seguinte expressio, obtida diretamente da anterior, fornece uma forma extremamente simples para o
célculo de um "limite superior” para & :

u s*(1-5%)
6/ = (L Les1)
(p*-s%)

onde s* e p* sdo, respectivamente, as fragbes da populagio cujas rendas estio abaixo de ¢ ¢ da renda
em poder desta.

12 Isto é, os dois grupos conmsaondem a uma partigio da populacio. Esta hipdtese torna ligeira-
mente mais simples a manipulagio algébrica do problema, mas nio € necessédria. O nico requerimento
para o exercicio é que os dois grupos sejam mutuamente exclusivos.

13 Note-se que tal redistribuigio ndo alterap; nem L, e Ly,

Trwerpretando variagoes nos Indices de Theil 485



(1=7F)s+(1+d)sy=1» L=-w,/(1~3,) (17)

De (16) e (17) tem-se de imediato que:

r= ST e e (18)
(P1_5'1) (#—-51)

Assim, os valores de 4 e T que geram uma distribuigo hipotética com um L de
Theil equivalente ao da distribuigdo no ano r+1, via taxacio dos “mais ricos” no
ano ¢ em 4.100%, juntamente com um subsidio aos “mais pobres” de 7.100%%, sdo
dados por:

TEGTl)(‘L:""Lr+1) < 1EG‘TI)(L:'L1+I) {19)

4 - Ilustragdo: resultados para a evolucio da distribuicao de
rendimentos no Brasil entre 1977 ¢ 1985

Com o objetivo de ilustrar a aplicagio desta técnica foram caiculadas as taxas/sub-
sidios a incidir sobre a diferenca das rendas em relagdo as médias de modo a replicar
as variagoes na distribuigio de rendimentos no Brasil entre 1977 ¢ 1985. Na tabela
a seguir sdo apresentados os indices de Theil para o periodo em quesiio, conforme
calcutados em Ramos (1990)!4 a partir das PNAD (Pesquisas Nacionais por Amos-
tra de Domicilios), bem como os “6” associados ao T de Theil e ao L de Theil — 6r
e 6’13 respectivamente — para as variagdes anuais e quadrienais,

Desta maneira, a evolugao da desigualdade entre 1981 e 1985, por exemplo, pode
scr sintetizada por um processo de transferéncias regressivas de renda da base para
0 topo da escala salarial equivalente a valores entre 5,6% (no caso do L de Theil)
e 7,3% (para o T de Theil ) da diferenga entre os saldrios individuais e a média,
Analogamente, as alteragdes na distribuigio de rendimentos entre 1977 e 1981
podem ser entendidas como sendo geradas por um processo de transferéncias

14 Para os homens entre 18 e 65 anos, ocupados, trabalhando 20 horas cu mais por semana em
regides urbanas.

15 Para o cdlculo de 8, tomou-se por base a distribuigio por decis em 1981, conforme apresentada
em Ramos (1990, Tabela 2.1), de tal sorte que o denominador da expressio (14) assume o valor 1,148,
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Variagées na desigualdade de renda no Brasil — 1977/85

Ano T L 61(%) &L (%)

1977 0,607 0,511

1978 0,571 0,488 32 2,0

1979 0,560 0,486 1,0 0,2

1981 0,513 0,457 45 8,4° 2,5 47
1982 0,527 0,465 1,4 07

1983 0,565 0,496 38 27

1984 0,558 0,498 0,7 02

1985 0,584 0,521 25 7.3° 20 -5.6°

# Relative ac periodo 1977/81,
® Relative ac periodo 1981/85.

progressivas, com taxas sobre o excedente em relagio 4 média entre 4,7 e 8,4% para
os L e T de Theil, respectivamente.16

Para finalizar, vale notar que, como estamos ainda lidando com medidas agre-
gadas, ndo podemos afirmar muito além de que taxas mais altas estao relacionadas
com alteragOes mais substantivas na distribuigiio, enquanto taxas pequenas revelam
mudangas de menor envergadura. E certo porém que, apesar de fornecer uma idéia
bastante crua das transformagOes acontecidas, esta métrica alternativa tem um
maior apelo intuitivo para a compreensao da magnitude destas do que a simples
comparagdo dos valores dos indices de concentragio.

Abstract

This paper offers an alternative and more intuitive way of interpreting variations in the two Theil
inequality indices — THeil T and Theil 1. The changes in the distribution are summarized by
simple schemes of taxes and subsidies that replicate the observed changes in inequality, as
measured by those indices. The technigue is applied, for the sake of illustration, to the evolution
of the Brazilian earnings distribution from 1977 to 1985.

16 As menores taxas/subsidios encontradas para o L de Theil, mesmo tratando-se de superestima-
tivas, sdo uma conseqiiéncia da maior sensibilidade deste indice a alteragbes na cauda inferior, conforme
discutidoem Barros e Ramos (1 989). Diferengas nas sensibilidades a transferéncias de renda sio também

responséveis pelas discrepincias nas indicagGes destes (ndices para a transicio entre 1983 ¢ 1984, assim
como entre 1977 e 1985.
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