Crescimento econdomico estocastico: a teoria
do quantum de conhecimento™

JoILsON Dias+*

Neste artigo desenvolvemos um modelo de crescimento econdmico estocdstico baseado na Teoria
do Quantum de Conkecimento com o objetivo de analisar a influéncia do nivel de especializagdo
do capital humane no crescimento econdmico de longo prazo. O elemento propulsor do cresci-
mento econdmico é a mercadoria composta denominada “quantumn médio de conhecimento”,
sendo que a varidncia desta representa o nivel de especializacdo da sociedade.

O principal resultado encontrado é que a taxa de crescimento de longo prazo ¢ influenciada
positivamente pelo nivel de especializacdo do capital humano para o caso em que a preferéncia
pelo consumo futuro seja maior que a preferéncia pelo consumo presente.

1 - Introducio

Dias (1992, 1993 e 1995) expde um novo fundamento microecondmico para os modelos
de crescimento econdmico de longo prazo, baseado na premissa de que as firmas
adquirem equipamentos que demandam um certo nivel de conhecimento para serem
operados ¢, a fim de satisfazer esta necessidade, contratam capital humano de tal forma
que o nivel médio de conhecimento do mesmo satisfaga o nivel exigido pelos equipa-
mentos. Esta condi¢io ¢ obedecida tanto no setor final como no intermedidrio da
economia. A principal diferenga entre estes dois setores estd em que, no intermedidrio,
o nivel médio de conhecimento dos capitais humanos dita também a qualidade do
produto. Assim, este setor, ao fabricar o produto intermedidrio, fixa o nivel de conheci-
mento a ser demandado por este produto quando da sua utilizagio pelo setor final.

A contribui¢do feita pelo autor é baseada na introdugio de uma defini¢io de capital
humano até entdo ndo existente na literatura, segundo a qual o capital humano equivale
as horas disponiveis para trabalhar de umn individuo vezes o nivel de conhecimento deste
— anos de escolaridade mais experiéncia no trabalho. Esta defini¢io permite que se
desenvolvam os fundamentos microecondmicos que se ajustam perfeitamente aos mo-
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delos ji consagrados na literatura, em especial os de Romer (1986, 1987 ¢ 1990), Lucas
(1988), King e Rebelo (1990) e Rebelo (1991).

No modelo a ser desenvolvido, o conceito de especializagiio refere-se & crescente
dedicaglo a0 aprendizado de um assunto especifico efou & producdo de um determinado
produto (anos de escolaridade e experiéncia no trabalho). Esta crescente combinacio de
educagio com experiéncia no trabatho € transformada neste artigo automaticamente em
niveis de conhecimento, 0 que nos permite criar uma escala de valores, a qual, para
facilitar o seu tratamento matematico, é suposta como sendo continua. Assim, esta
hipétese nos permite utilizar a varidncia da mesma para representar o nivel de especia-
lizagfio existente na economia.

2 - Setor final’

O setor final € formado por um continuo de inddstrias que produzem um continuo de
produtos diferentes. Cada inddstria contém N firmas que produzem o mesmo produto.
Desta forma, se denotarmos a produgdo de cada firma por y(i), temos que y(i) €
Y(i) e [Y(1).¥(g)], onde i € [1. g]. Em outras palavras: y{i) & a produgiio da firma que
produz o produto do tipo i; ¥(f) € a produgdo da inddstria que produz o produto do tipo
i, ou seja, a soma da produgdo das firmas; e [¥(1),¥(g)] refere-se ao espectrum de
indistrias existente no setor final. Para exemplificar, as empresas que produzem o
produto y(1) formam a indistria ¥(1).

A varidvel i, apresentada acima, reflete a qualidade do produto, a qual é resultado do
nivel de conhecimento requerido para se produzir esta mercadoria. De acordo com este
nosso critério, a inddstria ¥(1) produz a mercadoria que requer o menor nivel de
conhecimento para ser produzida, enquanto a inddstria ¥(g) produz a mercadoria que
requer o mais elevado nivel de conhecimento. Em sintese, o fator que distingue 0s
produtos do setor final é a quantidade de conhecimento neles embutida.

De acordo com nosso modelo, y(1) representa o produto que requer o menor nivel de
conhecimento para ser produzido, enquanto y(g) representa o produto que exige o mais
alto nivel de conhecimento para ser produzido. Usando este critério, a produgfo agregada
da industria i do setor final é a seguinte:

N

¥(i)= [ y(i)dn (1)
4]

1 Procuraremos apresentar de forma breve os fundamentos microecondmicos deste artigo. No entanto,
wm maior nivel de detalhe pode ser encontrado em Dias (1993).
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onde: ¥(7) € a produgdo total da inddstria i, em que i € [1,4]; e N € Rt é o nimero de
firmas na indudstria i.

Na produgao do produte final de qualidade /, o setor final da economia como um tedo
possui duas restricdes: a primeira é que os equipamentos devem ser adequados i
produgio do servigo com a qualidade desejada; e a segunda pressupde que o capital
humano a ser empregado deve ter nivel de conhecimento médio compativel com o
requerido para operar os equipamentos (produtos intermedidrios).

Para facilitar a exposigdo, assumimes que a tecnologia da firma no setor final possui
a seguinte forma:

y(i) = [8A()T" [m(iy]' ™"

N
Y(iy=[y(iydn = N[OK(™ [m())'™% = [0H(H]* [M()]'™" )
0

onde: ¥(i} ¢ o produto daindistria ;8 € (0,1} € um pardmetro; A(i) = Nh(i) € aquantidade
total de conhecimento i; M(i) = Nm(i) é a quantidade total de predutos intermedidrios,
0s quais requerem nivel de conhecimento i para ser operado; ¢ € o pardmetro da fungfio
tecnologia; € N é o nimero de firmas na indistria 7.

As varidveis 0H(f), que aparecem na equagao do setor final, representam a parcela do
conhecimento total de nivel ¢ alocada ao setor final. J4 as varidveis 6/, representam a
parcela do total de horas de nivel i utilizada pelo setor final. Em suma, as empresas do
setor final quando da sua maximizagiio tomam o parimetro 8 como dado. A sua
importéincia, portanto, estd em dividir a quantidade total de conhecimento de determinado
nivel entre os setores final e intermediario. O setor encarregado de fazer esta divisio,
como veremos adiante, € o intermedidrio.

Na equacio (2), a quantidade de conhecimento de nivel i, (i), ¢ composta de duas
partes, pois H(i) = iH;, onde i € o nivel de conhecimento e H, € a quantidade de horas
disponiveis do mesmo. Para facilitar, assumimos que as empresas podem combinar
capital humano de diferentes niveis de conhecimento, mas de tal forma que o nivel médio
de conhecimento deste capital humano seja igual ao requerido pelos equipamentos. Ou
seja, estamos supondo o seguinte:

H(i)=iH =iNh = Nh(i) (3)
z Z

onde podemos ter as seguintes condic;ﬁes:_[xg(x)dx =ie j xH _dx = H(i) onde
4 Z

z,2’ ex € [1,q] e gfx} € a fungdo distribui¢do do nivel de conhecimento x no processo de
produgio, enquanto f, € a quantidade de horas disponiveis do mesmo. Em outras
palavras, as restrigSes impostas pelas equagdes sdo as seguintes: a) as firmas sio livres
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para contratar individuos de diferentes niveis de conhecimento desde que a média do
conhecimento do conjunto contratado seja igual A exigida; e #) a quantidade total de
conhecimento utilizadoe no processo de produgao no pode ser superior A requerida. A
primeira restrigio € técnica e a segunda € de ordem econdmica, como veremos adiante.

Ao agregar diferentes capitais humanos com diferentes niveis de conhecimento, em
acordo com a restricho ¢ acima, a empresa forma um time cujo nivel médio de
conhecimento atende ao conhecimento requertdo pelos produtos intermedidrios. Assim,
este nivel médio de conhecimento agregado, que denominaremos guantum de conheci-
mento, reflete um niimero qualquer que estd presente no capital humano e nos produtos
intermedidrios.

Em suma, o guantum de conhecimento refere-se a uma combinagiio especifica de
produtos intermedidrios e grupo de capitais humanos colocados em conjunto para
produzir um produto de determinada qualidade, sendo que esta qualidade reflete o
quantum de conhecimento.

Neste modelo temos que, quanto maior for o guantum de conhecimento, maiores serdo
a qualidade do produto e a produtividade dos trabalhadores e dos produtos intermedis-
rios. O gréfico a seguir, que ilustra esta idéia em duas dimensdes, apresenta a sobrepo-
si¢Ao de dois mapas de isoquantas, onde as quantidades produzidas dos produtos sio as
mesmas. O primeirc mapa refere-se ao produto y(i) ¢ o segundo ao produto y(i+A). As
quantidades utilizadas de produtos intermedidrios também sfo as mesmas. No entanto,
o nimero de horas do quantum de conhecimento utilizado na produgao do produto y(i+A)
¢ menor, tendo em vista que ele € superior ao do produto y(7). Em sintese, os produtos
mais avangados requerem um menor nimero de horas de capital humano para serem
produzidos quando comparados aos que possuem um menor guantum de conhecimento
embutido.

O objetivo de qualquer firma neste modelo € a maximizacio de lucros. A fungio de
lucros de uma firma tipica do setor final é a seguinte:

(i) = {FI8H M) % - w(i)od, —p(i)M(:’)]{NL} (4)

Na equagio acima, w(i) € o saldrio do capital humano com quantum de conhecimento
i, em termos do produto final y(i), e p(f) € o preco do produto intermedidrio ¢, também
em termos do produto final y(i). O objetivo de cada firma € maximizar a equacao (4). As
condicdes de primeira ordem sio as seguintes;

dI (i} _

0, w(i)=oi"[6H1" M) * 5)
AH,
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. y(i)

q viisa)
"
hith F------
. :
:
1 |
o] mii)=m{i+r}
D _ o, p(i)=(1-0)i®[0H,1*M(i)™® ®)
oM{i)

Das equages (5) e (6), que representam as fungdes de saldrio e pregos, respectiva-
mente, podem ser facilmente derivadas as funges de demanda implicitas das horas a
serem trabalhadas e das quantidades de produtos intermedidrios. Para tanto, basta que as
resolvamos para a razdo H, /M(i). No entanto, omitiremos esta derivagio, visto que as
informagdes que precisamos estdo representadas nestas equagdes.

3 - O setor intermediario

O setor intermedidrio é formado por um continuo de firmas produzindo diferentes
mercadorias. Para simplificar, chamaremos o produto de cada uma de M(i}, onde

i € [1,4]. Portanto, a firma do setor intermedidrio € fornecedora tinica (monopolista) do
produto M() & indistria ¥{i) do setor final 2

2 A forma pela qual a condigao de monopélio surge esti em Dias (1993).
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Para iniciar nossa anélise, definiremos como sendo o emprego total de conhecimento

na economia a conjugagéo dos conhecimentos empregados nos setores final e interme-
didrio, ou seja:

1=6+3 M

onde & ¢ a frag@o do total de conhecimento alocado ao setor intermedidrio, enguanto @,
como vimos anteriormente, € a fragiio alocada ao setor final,

A fungio de produgiio do produto com qualidade ¢ do setor intermedidrio ou da firma
tipica do setor € a seguinte:

M(i)=18H(i)] PiPkP
ou
M) =[(1-0)H it PiPrP —irci-eym1 Prp (8)

Na equagfo acima foram substituidas as defini¢bes de H(i) na equagfo (3) e a dada
pela equacio (7). As varidveis ainda ndo definidas na equagio (8) sfo K, a quantidade
de capital fisico empregada na produgio do produto tipo i, e B o parimetro da fungio de
produgio.

A fungio de lucro da empresa tipica do setor intermedidrio € a seguinte:
N=p(i)M(i)-w(i)[1-8]H - R()K, )

onde as varidveis w(i) e p(i) foram definidas anteriormente nas equagdes (3} e (6),
respectivamente, enquanto R{/) representa o prego do capital fisico K; em termos do
produto final y(i).

Substituindo as equagdes (5) e (6) na expressio (9), apds algumas simplificacdes
obtemos o seguinte resultado:

M= {(1-0)8%[1-0-ab* " {1-01"""}iH'"K® - R(i)K, (10)

ondew=P(1-a)et=1-w- o Comopodemos observar, as varidveis que influen-
ciam os lucros sdo 8 e K. Ao maximizarmes esta fungio, obtemos o seguinte resultado:
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V’E(\j{a2+a(r—4)+4} +Va(1-) J

ol _ o ¢ - (11)
00 2V(1-®)
e
M o, R(i)=Rik®! (12)
K

K.
ondeR = w((1-0)@®(1-0*)y — 0@ 1 (1-9*)1+7) sendoquek = —H—'
1
A equagio (12) estd escrita em termos do valor 6timo de 8 da equagao (11). A razio,
K, capital-horas de trabalho na indiistria { indica, em esséncia, a quantidade de horas
necessdrias para operar em média cada mdquina no setor intermedidrio. Como podemos
ver na equagio (11), a empresa do setor intermedidrio, ao escolher o parimetro 0%, esta
controlando a demanda por seu produto conforme a equagao (6). O valor do parimetro
a ser escolhido é aquele que maximiza seus lucros.

Para obtermos a producio de cada inddstria em termos dos insumos finais, basta
substituir 2 equagdo (8) na expressio (2), ou seja:

Y(i)=BiH'~°K° (13)

onde
B=0"(1-0")

Para obtermos a renda média da economia como um tedo, basta movermos nossa
atengdo para a indstria que utiliza o quantum médio de conhecimento, que definiremos

como sendo representado por L. Portanto, a expressao (13) pode ser escrita da seguinte
forma:

Y(u):BuHi‘“’K&" (14)

_ Assim, para obtermos a renda média por hora trabathada desta economia, basta que
d1y1damos a equagio (14) pelo nimero de horas trabalhadas em média na economia, ou
seja, H,, 0 que nos d4 o seguinte resultado:
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Y(R) = Bpk® (15)

Naequagio anterior, temos que krepresenta a razio média de capital-horas de trabaiho
na economia. Como podemos ver, a produgio média por hora trabalhada, (L), apresenta
retornos crescentes a quantidade média de conhecimento e a razio capital-horas de
trabatho. Portanto, equipamentos que demandem menos tempo para serem operados
aumentarn a produtividade média por hora trabalhada, 0 mesmo acontecendo quando o

gquantum de conhecimento aumenta.

O resultado da equagdo (15) é extremamente interessante porque, se definirmos a
varidvel K = L k%, entdo obtemos a expressdo para a chamada composite good usada
por King e Rebelo (1990), Barro (1990) e Rebelo (1991) em seus famosos artigos sobre
crescimento econdmico. Como € sabido, eles utilizaram uma mercadoria composta para
gerar crescimento econdmico enddgeno. Portanto, a equagfio (15) ficaria da seguinte
forma:

y(H) = Bx (16)

onde a varidvel ¥ é o quantum médio de conhecimento presente no capital humano e
fisico e, portanto, representa a tecnologia utilizada pela inddstria média na economia.
Em outras palavras, uma composigao entre o nivel médio do conhecimento dos trabalha-
dores e o indice de produtividade média dos equipamentos da economia. Para simplificar,
iremos nos referir a ¥ como sendo 0 guarntum médio de conhecimento da economia.

4 - As dindmicas do modelo

Neste modelo procuramos utilizar uma fungio de acumulagdo estocdstica com o objetivo
de captar elementos econdmicos e ndo-econdmicos que influenciam a taxa de crescimen-
to da varidvel guantum médio de conhecimento. Além deste aspecto importante, & nosso
objetivo também captar outro aspecto da realidade, ou seja: quanto maior o nivel de
especializa¢@o de uma economia, maior serd a taxa de acumulagio de seu guantum médio
de conhecimento. Em palavras simples, quanto maior for o nivel de conhecimento que
nos cerca, maior serd nossa produtividade.

A varidvel especializagfio serd aqui representada pela variancia da varidvel guantum
médio de conhecimento. A explicagio para isto estd em que maior acumulagio de
quantum de conhecimento leva a maior competi¢do por conhecimento, o que faz com
que se busque continuamente uma especializagio ou produto diferenciado, tendo-se,
conseqiientemente, um aumento na varidncia da distribui¢o da varidvel quantum médio
de conhecimento.

A técnica a ser utilizada e que nos permite captar os aspectos tedricos desejados é a
do controle estocastico — principio do 6timo, onde a fungio de restrigio € uma equagio
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diferencial de 1td [Kannan (1979) e Kamien e Schwartz (1981)].3 Assim, introduziremos
inicialmente a especificagdo da equagdo diferencial que serd a restri¢io do modelo:

dK:f(K,c)dr-&-\‘b(v,K) dz a7n

onde f(x.c) é a fragio ndiv-estocastica ¢ b(v, ) a fragio estocdstica da fungdo de
acumulagfio, ambas representadas em termos per capifa, enquanto as variaveis v e dz
s30, respectivamente, o nivel de especializagdo da economia e os incrementos de um
processo Wiener, cuja defini¢iio se encontra no Apéndice.

Prosseguindo, assumimos que as fungdes possuem as seguintes formas:
flx,c)=[y{(n) - cleb(v,x) = (vK)* A seguir, substituimos estas defini¢des
na equagio (17), operagio que nos permite obter a fungio de acumulagio da taxa de
crescimento do guantum médio de conhecimento no tempo:

dx = [Bx — cldr + vKdz (18)

Como podemos ver, foi substituida na equagio acima a definigfio de y (1) da equagdo
{(16). Se dividirmos aequagdo (18} por d7 e K, temos que ataxa de crescimento do quantum
médio de conhecimento depende da parcela nZo consumida da razio da renda média e
da influéncia do nivel de especializagio no tempo, que @ priori € positivo mas estocdstico.
Ou seja, a taxa de crescimento do nivel médio de conhecimente aumenta de acordo com
o excesso de produgio sobre o consumo e com as variagdes positivas no nivel de especia-
lizacdo.

Como a origem do guantum médio de conhecimento estd nos capitais humanos, os
quais sio agregados para formé-lo e, como estes, sdo em iltima instincia consumidores.
E como tais tm que decidir o quanto acumular efou consumir de suas rendas. Mas, ao
invés de tomarem esta decisio individualmente, os consumidores como um todo elegem
um representante cujo objetivo é o de maximizar o bem-estar social da comunidade. Mais
especificamente, o representante desta sociedade maximiza a seguinte fungiio de bem-
estar social:

oo

S
E(w) =] — | (19)

0

onde E, é o operador matemético da expectincia; ¢ o parimetro da fungio utilidade (o
gual assumimos ser diferente de 1), ¢ o consumo médio por trabalhador ¢ p a taxa
preferencial de desconto no tempo.

3 Para maiores detalhes, ver Apéndice.
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Portanto, o objetivo do representante eleito desta sociedade é maximizar a €quagdo
(19), sujeito a restrigdo imposta pela equagio (18). Em outras palavras, o representante
maximiza todo o consumo futuro esperado no tempo presente. Para resolver este
problema, utilizamos a famosa equagdo-de Hamilton-Jacobi-Bellman (ver Apéndice).

-c
_G+JK(Bx—c)+%J“(w<)2J 20)

onde J ¢ uma fungdo continua a ser encontrada de tal forma que satisfaga a equacio
diferencial parcial acima, J, é a derivada desta fungio com respeito a varidvel tempo e
J, e J, Tepresentam, respectivamente, as primeira e segunda derivadas desta fungdo com
respeito a varidvel quantum médio de conhecimento.

A condigdo de primeira ordem da equagfio (20) € a seguinte (ver Apéndice):

—-aJ _
Max = 0 = P L ou c=[J ePl)-a (21)
c dc *

Agora substituimos a equagdo (21) na equagdo (20) e a0 mesmo tempo multiplicamos
o resultado desta substituigao por eP’. O resultado final € o seguinte:

-C

[J epr) g

K

. : L p: 2
LA LA {BK’— (JKep') J+5ep Jo (Vi) (22)

Para encontrarmos a solugio da equagéo diferencial parcial acima, temos também que
encontrar a fungio J(1,X} que satisfaga a mesma. Infelizmente, nio existe uma forma
magica paraisto, sendo amelhor técnica empregada a da tentativa e erro. Mas, felizmente,
a funcdo acima ¢ de ficil solug@o, sendo que a fungiio que satisfaz a mesma é a seguinte:

J(Lx)=¢ Plax'™ " (23)

onde A € uma constante a ser encontrada. Para demonstrar que (23) satisfaz a equagdo
(22), precisamos, primeiramente, calcular as derivadas parciais, que serdo utilizadas na
computacio da solugio:

—=J= —pe Prtax!-®
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aJ —pt -a
— =J =(1-a)e PAx
3 - % ( )

2
i..'.’.:]xk=—o'(1—o')e_ijK_G_] (24)

a;ﬂ

Nosso préximo passo € substituir o conjunto de equagdes acima em (22). Apds
algumas simplificagdes, obtemos o seguinte:

1-6 |
+{1+6)B-(1-6)"°4"° —%vzo(l—c) (25)

AL
-0

={l1-0) %A

Para finalizar, basta que encontremos o valor da constante A, o que, de acordo com a
equacgdo (25), torna-se fdcil, bastando isold-la para obtermos o resultado desejado, ou
seja:

-0

p-(1—0)B+%v20(1—0)
A= 1 1 =A° (26)

(1-6) * —(1-0)

Em suma, a equagio (23) € a solugio da equagao (22), sendo que o valor da constante
A é dado pela equagdo (26), resultado que nos permite encontrar a fungio de consumo
desta sociedade. Assim, basta substituirmos a equagic (26) na fun¢do J, da equagiio (24),
e oresultado da mesma na equagio (21). Portanto, apds algumas simplificagdes, obtemos
0 seguinte:

c=@QK 20

1

onde g=(1-a) % A. A equagdo (27) representa a fungio de consumo da sociedade

por hora trabalhada e, contrariamente aos modelos nfo-estocdsticos, se apresenta como
sendo linear em relacio ao guantum médio de conhecimento da sociedade, o que nos dé
como resultado a condi¢@o de que o nivel médio de consumo por hora trabalhada somente
aumenta com aumentos no guantum médio de conhecimento da sociedade.

Ainda de acordo com (27), fica facil verificar que o bem-estar social da sociedade
depende diretamente do gquantum médio de conhecimento dessa mesma sociedade. Mais
especificamente, temos que:
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oo

-0
E(wy=| Lip% e Pl (28)
0

ou seja, o nivel de bem-estar social futuro da populagdo sers maior quanto maiores forem
seu guantum médio de conhecimento e seu nivel de especializagio, bem como uma menor
taxa de desconto preferencial no tempo.

Agora direcionaremos nossa atengio para a taxa de crescimento média da produtivi-
dade desta economia. De acordo com (16), a taxa de crescimento real da produtividade
da economia € 2 mesma do quantum médio de conhecimento e, ainda, de acordo com
(27), idéntica a do consumo per capita. Bm sintese, o que temos € o seguinte:

im -

= B-g+vz (29)

[P
Il

LHES
I

o

onde

d
d

[}

=

o

A equagio acima foi obtida da seguinte forma: primeiro, dividimos (18) por K, em
seguida, dividimos o resultado por dt, obtendo assim a taxa de crescimento do quantum
médio de conhecimento; e, para finalizar, substitufmos neste resultado a razio consumao-
nivel médio de conhecimento (¢) da equagiio (27).

Como se pode observar, a taxa de crescimento depende da diferenca entre o fator da
produtividade do guantum médio de conhecimento (B) e a constante (¢), bem como do
nivel de especializagiio da economia (v), que aparece em dois lugares: no termo Qe
multiplicada pela varidvel estocdstica z.

Especificamente, queremos saber quais os efeitos da especializagdo na taxa de
crescimento da economia. Para conhecermos os efeitos da mesma, basta que derivamos
a equagio (29) com respeito A varidvel v, cujo resultado é o seguinte:

—=_§9=v(1—o)+é (30)
av

Como podemos ver na equagio acima, o nivel de especializaco afeta positivamente
a taxa de crescimento dependendo do valor assumido pelo pardmetro &, que, se for maor
que 1, faz com que o nivel de especializagfio ajude a reduzir a taxa de crescimento e, se
for menor que 1, faz com que ele torne maior a taxa de crescimento da economia.? A

4 Estamos descartando da andlise o valor 6 = 1, tendo em vista termos assumido ser este diferente de 1.
Para 0 caso em que o mesmo € igual a 1, terfamos que usar wma fungiio de bem-estar social fogaritmica.
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varidvel estocdstica que aparece na equagio acima estd captando outros fatores ndo-eco-
ndmicos que influenciam positivamente e/ou negativamente o efeito da especializacio
na taxa de crescimento da economia. Cabe ressaltar, no entanto, que, por definigdo, a
mesma possui média zero no tempo, o que significa que os efeitos positivos e negativos
se antocancelam no tempo.

Assim, o elemento-chave estd em entender o parimetro ¢ que tem sua origem na
fungio de bem-estar social, que serd maior ou menor dependendo do valor de G ser maior
ou menor que 1. Este parimetro na verdade reflete a elasticidade intertemporal de
substituicfio de consumo, sendo sua defini¢do a seguinte: 1/ ¢ [ver Blanchard e Fischer
(1989)]. Portanto, economias que possuem uma baixa elasticidade (o > 1), ou seja,
consumo presente preferfvel a consumo futuro, t8m sua taxa de crescimento reduzida
com o aumento no nivel de especializago, ao contririo de economias em que esta
elasticidade € alta (o < 1), ou seja, onde o consumo futuro é preferivel ao consumo
presente. Em sintese, preferéncia por consumo presente vem em detrimento de menor
quantum médio de conhecimento no future, implicando menor produtividade média atual
e futura na economia, De acordo com este resultado, qualguer mudanga nesta elasticidade
causard mudancas na taxa de crescimento da economia.

5 - Conclusao

No modelo desenvolvido analisamos as condigBes de uma ecenomia que acumula uma
mercadoria composta, em cuja composicio temos o nivel médio de conhecimento dos
capitais humano ¢ fisico. Esta combinagio, interpretada como sendo o guantum médio
de conhecimento da economia, é o fator que dita a produtividade média da mesma.
Portanto, sua acumulagio se faz iminente.

Os resultados encontrados foram os seguintes: primeiro, o nivel médio de consumo
da sociedade depende linearmente do seu quantum médio de conhecimento e, portanto,
arazdo entre ambos € constante; segundo, o bem-estar da sociedade depende diretamente
do seu guantum médio de conhecimento; terceiro, a taxa de crescimento da economia é
enddgena e estocdstica, sendo que a mesma depende em dltima instincia dos parimetros
das fungdes de produgdes (setor final e intermedidrios), dos parimetros da fungio de
bem-estar social e do nivel de especializagio; e, quarto, o nivel de especializacio da
economia afeta positivamente a taxa de crescimento econdmico se, e somente se, o desejo
por consumo futuro for maior que o desejo por consumo presente. Em sintese, a
influéncia do crescimento da especializagio verificada nas economias serd fator positivo
somente se 0 desejo por consumo futuro nas mesmas for preferivel ao consumo atual.

5 Um trabalho empirico que justifica esta afirmagio foi claborado por Cavalcant {1994), segundo o gnal
a elasticidade de substituigio intertemnporal de consumo no Brasil durante a décado de 80 foi menor que 1, ou
seja, 1/o < 1, o que, de acordo com a equacio (30), causa uma menor (axa de crescimento da cconomia.
Portanto, o resultado tedrico obtido reflete este resultado encontrado pelo autor em relagiio 4 economia
brasileira, pois na década de 80 houve uma sensivel queda na taxa de crescimento econémico (aproximada-
mente 1,5%) em relagio i taxa da década anterior (aproximadamente 5,6%) [IPEA (1993)].
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Apéndice

A.1 - A defini¢io de um processo Wiener

Um processo Wiener, ou Brownian motion (x(t}},t 2 0, é dito estocdstico se satisfaz as
seguintes propriedades [Kannan (1979, p.230)]:

a) x(0) = 0; com probabilidade 1 (c.p. 1);

b) qualquer incremento x(¢) - x(s), onde ¢ > s, € distribuido normalmente com média
zero e variancia ¢? ¢ - 5 |, onde ¢ € um parimetro fixo; e

¢) para 0=t,<1t <t,<.. <!, <oo, 0s incrementos [x(t;) - x(z, )], 1 Si<n, sdo
independentes e distribnidos conforme a propriedade b.

A.2 - Defini¢dio de um processo estocistico diferenciavel

O limite de um processo estocdstico existe no sentido da média quadrada. Um
processo estocastico de segunda ordem { x(£), 7€ T} € considerado como diferenciavel
x(tg+h)=—x(ty)

n = x(1)

na média quadrada se para todo f; € T o limite, lim
k=0

existe de acordo com o critério de convergéncia da média quadrada, ou seja,

2
. x(to+h)_x(r0) . .
lim E 7 = 0. Se o processo é diferencidvel para todos os periodos
h—=0

te T, entdo este é um processo estocdstico diferencidvel.

A.3 - Lema de Ito

Consideremos a seguinte equagio:®

6 A versdo integral da equagdo diferencial acima € a seguinte: c (1) = c(0) +
! 13

+ _[ a(s)ds + _[ b( 5)dz(s), onde a primeira integral é normal, enquanto a segunda € estocdstica. Para

i} il
maiores informagdes, ver Gihman e Skorchod (1972).
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de(t) =altxyd+ N (b(tx)) dz (Al)

que € conhecida como a equagéo diferencial de It6, sendo seu lema o seguinte: suponha-
mos que o processo tem uma equacio diferencial do tipo (Al); agora, consideremos a
fungiio J(1.x):{0,T] x R — R, sendo que a mesma & uma funcdo continua, nao-randdmica,
com as seguintes derivadas parciais: J,, J_e J_; entdo, o processo Jiz, x(f)] possui uma
equagdo estocdstica da seguinte forma:

dilnx ()t = {JL[tx()) + J [tx{)]a(tx) +
+ (/23T [ x (1B (ax) bde+ J [6x(1)1b(tx)dz (A2)

Prova: ver Malliaris (1982, p. 81).

A.4 - Controle estocastico: o principio do 6timo

Consideremos o seguinte problema:

T
J(x1) = Max E, [¢ P U(xv)ds (A3)
v 0
sujeito a seguinte restri¢do:
dx=F(x,vydt + 8(x,v)dz (Ad)

onde: v = varidvel de controle;
x = varidvel de estado;
p 2 0 taxa de desconto subjetiva;
E, = operador da expectancia;
U/ = fungio de bem-estar,
F = parte nio-estocdstica da tecnotogia de acumulagfo; e

1 = parte estocdstica da tecnologia de acumulagiio.
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A técnica a ser empregada na solugdo deste problema, conhecida como “‘programagiio
dinamica”, for desenvolvida por Bellman,cujo principio a ser empregado é o do Stimo.
Usando a referida técnica, comegamos por reescrever a equacao {A3) da seguinte forma:

T
J(x1)=Max E [V(xv)ds (AS)
v o

ondeV (1, x,v)=e PTU(x v). Aseguir, dividimos a integral da equacdo (A5) em dois
intervalos no tempo, ou seja:

r+AL T
J(ur)=Max E, | [V(ixvyds + [V(exv)ds (A6)
v 0 1+A¢L
T

Agora, definamos afungdo J (x+ Ax, t+ A7) = _[ V (1, x,v)ds, oquefaz com que

r+AYL
a equacdo (A6) se torne:
t+At
J(xt)=Max E | [Viexv)ds + J(x+Axr+Ar) (AT)
v o

Agora, suponhamos que o intervalo Az é positivo mas extremamente pequeno, o que
nos permite aproximar a primeira integral do lado direito dafungéio V (1, x, v } A £. Ainda
sobre (A7), iremos expandir a equagdo J(.) em torno de (x,f) usando a regra de Taylor,
ou seja, J(x+Ax, t+Ar) = J(xt) +JAx+ JAt+ (1/2)J (Ax)P +
+ I (A (ALY + T (At )2 + restante. Ao substituirmos estas duas condi¢Bes na
equagio (A7), obtemnos:

J{x 1) =Max E (V(Lxv)At+J(x1) + J Ax+ LA+
v

+ (1/2) 7, (Ax) + I (Ax)(At) +J,,(At) + restante | (A8)

i

Agora, vamos retornar nossa atengao por um momento para a equaciio (A4), reescre-
vendo-a da seguinte forma:
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dx=Ax=F(x,v)At+ 0(x,v)Az {AD)

A seguir, substituimos (A9) em (AR). Queremos lembrar que, durante a substituigdo,
estaremos usando a regra de 1td ( AtA1=0,ArAz=0e AzAz=At), 0 que ird
eliminar alguns termos. Para completar, tiramos a expectdncia do resultado, conforme

defini¢io de um processo Wiener, o que faz com que os termos multiplicados por Az
desaparegam, dando-nos a seguinte equagio final:

1

0 = Max (V(z,x,v)Ar+ JAL+ S F{xv)Ar+ )

I 0 (xv)AL+ restoJ (ALD)
Vv

Para obtermos a equagio desejada, basta dividirmos (A10) por A f a0 mesmo tempo
em que usamos do critério de convergéncia da média quadrada, A t — 0, ou seja:

—J, = Max V(txv) + 4 F(xv) + (1/2)0, 9 (xv) (A1)

A equacdo diferencial parcial (A11) é conhecida na literatura como a Equagdo de
Hamilton-Jacobi-Bellman da Teoria de Controle Estocdstico. A sua solugo consiste em
encontrar a fungiio J(x,t) que satisfaz a igualdade em todos os tempos. Para finalizar,
iremos comparar o principic do étimo com ¢ lema de [td, o que ird facilitar nosso trabatho
de solucionar a equagio (A11); primeiro, tiramos o valor esperado de (AZ), equagéo de
Itd, o que causa o desaparecimento do termo multiplicado por dz; segundo, como estamos
procurando um maximo, entiio o que temos a fazer € colocar a equagao (A2) igual a zero;
e, a seguir, resolvemos a mesma para a fungfo J,, ebtendo assim a seguinte fungio:

—1 o= T lnx (O a(hx) + (172)0, [4x ()16 (4x) (A12)

Ao compararmos as equagdes (Al12) e (Al1), vemos as seguintes similaridades:
a(6Lx)Y=F{x,v),b?(x,t)=0%(xt)e Max = Q. Portanto, a busca da solugio da
v
equacgio (A11} deve comegar através da condigfo inicial Max = 0, apds o que se deve
v
procurar uma funcfio J(£,x), que seja continua, nio-randdmica e duplamente diferencidvel
que satisfaca a equagio diferencial parcial (A12} efou (A11).

Abstract

In this paper we develop a stochastic growth model based on The Quantum of Knowledge Theory.
Our objective is to analyze the influence of the human capital specialization on the long run
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economic growth. The element of growth is a composite good called average quantum of
knowledge. Here, its variance represents society level of specialization.

The main result is that the long run growth rate is positively influenced by the level of human
capital specialization only for the case in which future consumption is preferred to actual
consumption.
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